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Bibliografía 
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Ejercicios PISA 


Este libro de texto está diseňado para que los alumnos de quinto semestre del Ba- 
chillerato General por Competencias del Sistema de Educación Media Superior de la 
Universidad de Guadalajara logren desarrollar todos los conocimientos, habilidades 
y valores establecidos en los lineamientos y el plan de estudio vigentes para la uni- 
dad de aprendizaje Precálculo. 

La teoría que encontrarás en este libro posibilita una interacción muy personal 
entre maestro y alumno, procurando una exposición breve y clara. Va acompafiada 
de ejemplos resueltos en los que se aplican los conceptos planteados, además de 
que se proponen ejercicios que permiten el despliegue de tu iniciativa para ampliar 
tus conocimientos, que te ayudarán a comprender mejor los temas, así como a poner 
en práctica tu destreza y creatividad, lo cual es muy provechoso, y más aün para los 
alumnos que decidan continuar sus estudios profesionales en carreras que implican 
conocimientos de cálculo. 

La primera unidad consiste en una introducción а los conceptos más importantes 
de conocer para comprender los temas, como el concepto de función, sus propieda- 
des y sus aplicaciones. 

En las unidades segunda y tercera aprenderás a resolver problemas con funcio- 
nes polinómicas y funciones racionales, respectivamente. También se plantean ejer- 
cicios sobre situaciones de la vida cotidiana en los que deberás aplicar los saberes 
que vas adquiriendo. 

Respecto de la cuarta unidad, en ella estudiarás las funciones trigonométricas y 
su utilidad para calcular mediciones. 

Al terminar cada unidad se plantea una actividad integradora que demanda la 
aplicación de todo lo aprendido y permite reafirmar los nuevos conocimientos. 

El uso de herramientas tecnológicas para el cálculo de funciones y el trazado 
de gráficas forma parte del conjunto de habilidades que habrás adquirido a lo lar- 
go del curso. 


Conoce tu libro 


Precálculo está integrado por cuatro 
unidades: 1. Introducción a las funciones, Introducción — Para етрегаг 
2. Funciones polinómicas, 3. Funciones 
racionales, 4. Funciones trigonométricas. 
A partir de su estudio habrás adquirido 
los conocimientos fundamentales 
del razonamiento lógico-matemático 
preparatorios para comprender, plantear r 
y resolver operaciones de cálculo mucho Cierre —————]| Resuelve 
| más complejas. 
А 


Presentación 
de la unidad de 
competencia 


Secuencia 
didáctica Desarrollo 


Conoce 


[ p PRESENTACIÓN DE LA UNIDAD 


DE COMPETENCIA 


Enuncia las competencias específicas que 
desarrollará y los objetivos de aprendizaje que 
habrás alcanzado al estudiar los temas. 


Ө SECUENCIA DIDÁCTICA 


La exposición de cada tema inicia con una 
sección introductoria, seguida por la explicación 
teórica, para cerrar con ejercicios de resolución 
de operaciones o problemas. 


| Asíntotas verticales, 
horizontales y oblicuas 


Ф Objetivo 


Especifica el propósito de aprendizaje de la 
secuencia didáctica. 


9 Para empezar 


Presenta información o una actividad 
introductoria sobre el tema. 


П oO Conoce 


Expone la información teórico-conceptual y, 
en su caso, la ejemplificación correspondiente. 


TO) Resuelve 


Sección donde se plantean ejercicios para comprobar y 
reafirmar los nuevos conocimientos. 


-© AUTOEVALUACIÓN 


Consiste en un ejercicio de reflexión metacognitiva 
a partir del cual evaluarás tú mismo tu propio 
desempeño y el nivel de aprendizaje que lograste. 


o RECURSOS ADICIONALES 


к» PARA SABER MÁS 


Breves notas informativas relacionadas con el tema. 


— 8 ACTIVIDAD INTEGRADORA 


Al realizar esta actividad aplicarás de manera integral. 
todo lo que aprendiste en los distintos temas que abarca 
la unidad. Deberás trabajar junto con otro compañero, 
incluye una escala valorativa para la coevaluación mutua. 


idad integradora 3 


E) EJERCICIOS EXTRAS 


Ejercicios de preparación para las pruebas 
Planea y PISA. 


ө} РІЅТА 


Recomendaciones a seguir para comprender mejor 
eltema. 


ER SE APLICA EN... 


Explicación sobre cómo los saberes abordados 
ayudan a resolver problemas reales. 


INVESTIGA 


Sugerencias de datos o recursos que puedes 
investigar para conocer más sobre la exposición 
teórico-conceptual o procedimental. 


55 OBJETIVO GENERAL >> 


El estudiante integra sus conocimientos de álgebra y geometría еп el estudio de funciones 
utilizándolas como herramienta para la solución de problemas en diversos contextos, y 
desarrolla el lenguaje y la madurez de pensamiento que lo prepara al estudio del cálculo. 


EZZ 
(K COMPETENCIAS ESPECÍFICAS УУ 
* Modela matemáticamente fenómenos naturales o sociales usando funciones en forma 
gráfica, analítica y/o numérica para su análisis. 
* Resuelve problemas e interpreta la solución dentro del contexto argumentando los 
métodos empleados. 


«€ CONOCIMIENTOS 2» 


Concepto de función, dominio, rango e imagen. 

Operaciones aritméticas (suma, producto y sus recíprocos) y funcionales (composición e 
inversa). 

* Propiedades: raíces o ceros de la función. 

Asíntotas, periodicidad, continuidad y modificación de sus gráficas. 
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C HABILIDADES (SABERES PRÁCTICOS O PROCEDIMENTALES) >) 


* Modela y analiza situaciones de un contexto determinado mediante una función. 
+ Construye el grafico de una función a partir de su expresión algebraica y/o tabla de 


3 res: y rre 2 2: AN cem 4 

* Determina las propiedades de una función а partir de su gráfica, de su expresión 
algebraica o de una tabla de v 

Qus tado de sumas, productos, cocientes, composiciones e inversas de 


na 
+ Identifica el tipo de función que modela determinadas situaciones. 
E A ШИ. o 
+ Interpreta el resultado obtenido matemáticamente en el contexto del problema original. 


g 
«С ACTITUDES (DISPOSICIÓN) » 

* Colaboración y cooperación entre pares. 

* Autogestión. 

* Proactiva. 

* Persistencia en la büsqueda de estrategias para solucionar una situación. 
(С R 

(K VALORES (SABERES FORMATIVOS) У? 

* Respeto. 

* Honestidad. 

* Responsabilidad. 
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Funciones y sus gráficos: 


1.1 


valor absoluto, lineal, cuadrática, 


cübica, constante, parte entera 


Para empezar a 


Las funciones, al ser representadas en un plano cartesiano, se convierten en 
gráficas de funciones, donde podemos observar determinadas características. 
Existen gráficas de las que solo se considera su parte entera o que siempre son 
positivas; gráficas constantes o de primer grado, que representan una línea 
recta; gráficas parecidas a una u o una n,representadas por ecuaciones cuadrá- 
ticas, y gráficas que inician en un cuadrante y terminan en el cuadrante con- 
trario, representadas por ecuaciones cúbicas. Cada una de las gráficas mencio- 
nadas puede contener una o varias características comunes a todas. El 
presente tema te permitirá identificar esas características tanto en la ecuación 
como en la gráfica, logrando que al observar una función puedas comprender 
su tipo y la gráfica que representa. 


Conoce 


Función valor absoluto 


El concepto de valor absoluto es muy importante en cálculo. El valor absoluto de 
un número real x está definido como: 


«| 


La función de valor absoluto tiene por ecuación f(x) = Іх], y siempre repre- 
senta distancias; por lo tanto, siempre será positiva o nula y su gráfica no se en- 
contrará jamás debajo del eje X. 


-х,біх<0 
xsix>0 


роді [reos ren «o 
»- Gl - du d c 


Para resolver una función valor absoluto, en términos generales se sugieren 

los siguientes pasos: 

1. Seiguala a cero la función, sin el valor absoluto, y se calculan sus raíces (los 
valores de x). 

2. Se forman intervalos con las raíces (los valores de x) y se evalúa el signo de 
cada intervalo. 

3. Definimos la función a intervalos, teniendo en cuenta que en los intervalos 
donde la x es negativa se cambia el signo de la función. 

4. Representamos la función resultante. 


4 


Comprenderás 
el concepto de 
los distintos tipos 
de funciones. 


PARA 


с» $АВЕВ МА5 


Gottfried W. Leibniz fue 

el primero que utilizó el 
término función. Para él 

y para los matemáticos 
del siglo хуш, el concepto 
de relación funcional en 
sentido matemático estaba 
más o menos identificado 
con el de una fórmula 
algebraica sencilla que 
expresara la naturaleza 
exacta de esta dependencia. 
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Ejemplo INVESTIGA 
JOEA к» 


¿A qué se le llama valor 


1. La función se iguala a cero y se calculan las raíces: ER mac 


2. El valor obtenido en el paso anterior, será el punto de corte de la abscisa. 
(eje de la x). 


3. Ahoratabulamos con valores a la izquierda del 2 (1, 0) y a la derecha del 2 (3, 4): 


Función lineal 


Las funciones lineales son polinomios de primer grado, y están definidas por la 
ecuación y = mx + b,llamada ecuación canónica. 
Sus elementos son: 


m = la pendiente de la recta y. Es el coeficiente del término x. 
b — la intersección con el eje Y. Es el término independiente. 


Su gráfica siempre será una línea recta. 
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SE APLICA 
v EN... 


Al duplicar una receta 

de cocina se aplica una 
función lineal. Si un pastel 
se prepara con 1/2 taza de 
mantequilla, 2 tazas de 
harina, 3/4 de cucharadita 
de polvo para hornear, 

3 huevos, 1 taza de azúcar 
y 1taza de leche, para dos 
pasteles se necesitan 1taza 
de mantequilla, 4 tazas de. 
harina, 1y 1/2 cucharadita 
de polvo para hornear, 

6 huevos, 2 tazas de azücar 
y 2 tazas de leche. Para 


Una función lineal: f(x) = mx + b 


» Esaquella en que el exponente máximo de la x es 1. obtener el doble de la 

» Tiene como gráfica una línea recta. salida, se tuvo que poner 
» Cruza una vez el eje X, cuando f(x) = 0. dos veces lo de la entrada. 
> Cruza una vez el eje Y en el punto (0,b). 

» La función es creciente cuando la pendiente es positiva y decreciente cuando 


es negativa. 
Ejemplo 


Sea la ecuación /(х) = 2х-1 
Su representación tabular es: 


0 E 
1 1 
2 3 
4 7 


Dondem=2yb=-1. 


Función cuadrática 
Una función cuadrática es una función polinómica de grado 2, cuya ecuación es: 
fQ)-ax-bx4c 


Donde el valor de a debe ser distinto de 0. 
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Larepresentación gráfica de una función cuadrática siempre será una parábola, 
la cual tendrá elementos bien definidos dependiendo de los valores de la ecuación 
que la generan. Estas características son las siguientes: 

» Concavidad (ramas), donde: 

Si a > 0 las ramas de la parábola van hacia arriba. 

Si a < 0 las ramas de la parábola van hacia abajo. 

» Puntos de corte en el eje X (donde la función toca el eje X): 

Se obtiene calculando las raíces de la ecuación. 
> Punto de corte en el eje Y (donde la función toca el eje Y): 

Lomarcaelvalor independiente de la ecuación,es decir,la coordenada será (0, c). 
> Eje de simetría, una recta vertical que divide simétricamente la parábola, 

la cual se puede calcular mediante la siguiente fórmula: 

-b 


*= a 


> Vértice cuyas coordenadas serán V(h, К), donde: 
_—b _ 4ас-Ь y: 
Ате a obien /(һ) 


у 
Ordenadas Ramas de la parábola | 
[M 


| iv 


| Eje de simetría 


¡Punto de corte 
enel eje X 


A” 
Punto de corte 
en el eje Y 


Abscisas 


x^ 


„|. ч 


| Vértice 


Ejemplo 


Sea f(x) 2 x? 4 8x c 15 f(x) = х? + 8х + 15 
1. Identificamos los valores de a, Р y c, por lo tanto: 


а=1 b=8 c-15 
Como a > 0,se infiere que la parábola tendrá esta forma: U. 
2. Ahora procedemos a encontrar su vértice V(h, К): 
-b -8 


heyy 
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El valor de la abscisa, es decir, el valor en el eje X, es -4. 


Y ahora calculamos la ordenada, es decir, el valor en Y: 


.4ac-b' _ 4(1)(15) - (8)? 
GT 40) 


k 


-1 


Entonces el vértice estará en el punto (-4, -1). 


Como paso siguiente debemos determinar si la parábola corta el eje X, es 
decir, si toca el eje X, y si es así en qué puntos lo hace exactamente. Рага 
esto debemos encontrar las raíces de la función: 


Igualamos a 0: 
X*+8x+15=0 
Factorizamos: 
(4+3) (х+5) 
Despejamos x, por lo tanto: 
=-3 y x=-5 


Estos son los valores en el eje X donde la parábola corta dicho eje, por lo 


tanto los puntos son: 


(3,0) y (- 50). 


El corte en el eje Y,como ya se había mencionado, está determinado por el 


término independiente, es decir, por el término c, por lo tanto: 
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€ = 15,el punto en el eje Y será (0,15). 


Para calcular el eje de simetría tenemos: 


cU 200 
Eod n) 


-4 
En el punto (-4,0) trazamos una línea vertical paralela al eje Y. 

Por último calculamos la distancia entre el eje de simetría y el corte en 
el eje Y, la cual será la misma distancia entre el eje de simetría y el lado 


contrario al eje Y, y también marcamos ese punto. 


Teniendo ya todos esos puntos se traza la parábola. 


SE APLICA 
y- EN... 


Una aplicación muy 
común y fácil de 
entender de una 
función cuadrática es 
la trayectoria seguida 
por objetos lanzados 
hacia arriba y con cierto 
ángulo. En estos casos, 
la parábola representa 
el camino de la pelota 
(o roca, o flecha, o lo 
que se haya lanzado). Si 
graficamos la distancia 
en el eje X y la altura en 
el eje Y, la distancia del 
lanzamiento será el valor 
de x cuando y es cero. 
Este valor es una de las 
raíces de una ecuación 
cuadrática, o de las 
intersecciones en x 

de la parábola. 
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Función cübica 


La función cübica se define como el polinomio de tercer grado, el cual se expresa 
dela forma f (x) = ax? + bx? + cx + а. 
Su gráfica en general presenta la siguiente forma: 


Más adelante aprenderás cómo graficar funciones cübicas. 
Función constante 


La función constante es aquella en la que para cualquier valor de la variable inde- 
pendiente x la variable dependiente f (x) no cambia, es decir, permanece constante: 
ғо) = с 


Ejemplo 


La función f(x) — 3 es una función constante porque, independientemente 
del valor de x, el valor de la función siempre es 3. 


Una función constante f(x) — c: 
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Tiene el mismo valor de y — f (x) para cualquier valor de x. 
Tiene como gráfica una línea horizontal. 

Nunca cruza el eje X, excepto cuando f(x) — 0. 

Cruza una sola vez el eje Y en el punto (0, c). 

Es aquella en que el exponente máximo de la x es cero. 


vvvvrv 


Función a trozos 


Una función a trozos es aquella que necesita de varias fórmulas para poder cal- 
cular su valor, es decir, tiene una definición diferente en cada tramo. 
Algunos ejemplos de gráficas son: 


23x х<-1 


x. x -1<х<2 
fe Ed X42 
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Ejercicio EJ) 


Grafica y resuelve las siguientes funciones: 


f(x) =1х+ 51 
f(x) = Mx + 81 
f(x) = 12x - 61 
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Ejercicio ©) 


Grafica las siguientes funciones lineales y encuentra su pendiente y ordenada al origen: 


| 
ЇЕ! FE TEE 
1+ 
5 
4. = = JT 
| п | 
М | | 
| ы ІШ. 
i ШЕ! 
| - = 
133343333 ЖЕНЕ 
Fr 


Ejercicio С) 


/(х)=3х+2х+7 


f(x)=2x+2 


Grafica y encuentra todos los elementos de las siguientes funciones: 


Ї | n 1-4 | 
== ЕЕЕ | 
[|] AO] | 
| | | Li | | 
| қ Г] Г 
E z... MIA EME 
ЕТЕКЕЕТЕНЛЕНШЕНЕШЕЕ 

| ЕО 

| ЇШ 220 212122 | 
| HHHH | 
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Р(х) = х2-4х+3 
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E айша E ып Ша RES ш нды Ээ Б Н 
La | f(a)-2a?45a-3 
L 
| | ІШ! 
+ i— + ГЭ 
ЛЕЕ: IEEENEEZE: 
ЕШ ЕТЕ ЕЗБЕ + 
_ | | 
£i is ] | 
NAAA дий! ont чөй! Г adl д вао аш! нен m ше (лн 
ш Р(х) =х°-6х+5 
ШЕЕ ЕШЕШ! | Н 
¿Ba - 
SK SS PE 
Le. ЕЭ Т 
1 ш 144 | Г Т(х)-3х2--4х41 
| 
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X Concepto función 


1.2 


(dominio, rango e imagen) 


Para empezar " : 
Comprenderás el 


Cuando te esfuerzas por comprender algün tema nuevo como el de funciones concepto de 
matemáticas, suelen presentarse algunas dudas, como: dominio y rango de una 
> ¿Te queda claro qué es una función? función. 

> ¿Cuáles son las partes o variables que la componen? 

> ¿Cómo identificar funciones, ecuaciones u operaciones algebraicas? 

> ¿Para qué sirven las gráficas? 


Este módulo pretende ayudarte a despejar estas dudas y otras que pudieran 
surgir; si no tienes dudas, felicidades, estás listo para realizar las actividades 
sugeridas por tu maestro. к» РАВА 

Para comenzar, te presentamos una serie de ejemplos que ilustran, de algu- SABER MÁS 
na manera, el concepto de función. En una relación de amistad, consideremos Las ecuaciones o fórmulas 
a dos personas (tú y tu mejor amigo o amiga) que interactúan en actividades соп constantes y variables 
comunes (aunque esta no es la única relación, ya que existe una gran variedad surgieron en el siglo хуп, 
de relaciones o interrelaciones que establecen mutuamente y cada uno por su pui oper, 
lado). Otro ejemplo sería un medio de transporte: en una bicicleta la relación | siguientes términos: 
se establece entre el vehículo y dos llantas; en un automóvil entre este y cuatro “Si algunas cantidades 
llantas. Cuando servimos una taza de café la relación entreelcaféylatazaesuna dependen de otras de tal 
relación de uno a uno... Así podríamos considerar infinitas formas de relaciones, Modo que siestas últimas 
aunque по todas corresponden a funciones; рага que exista una función se debe-  “ambian también lo hacen 


rá mantener una relación uno a uno o unívoca. las primeras, entonces las 
м primeras cantidades se 


En matemáticas una relación se da cuando observamos que a cada circun- атап funciones de las 
ferencia de un radio determinado le corresponde un área; si el radio cambia,el ^ segundas". En 1734 Euler 
valor del área se modifica. Recordarás que en una circunferencia el área se ob- | introduce la notación f(x). 
tiene multiplicando т (3.1416) por el radio al cuadrado, como se muestra en la 
siguiente figura: 


Radio А=т:г? 


Cuando el radio corresponde a 5 unidades el área es (5)? (3.1416) = 78.5. 


Si el radio cambia a 3 el área se modifica aplicando la misma relación o fór- 3 
mula: (3)? (3.1416) = 28.2. 

En este ejemplo podemos considerar al radio como la variable independiente 4 
que se asigna o corresponde al tamaño de la circunferencia, y al área como la va- & 


riable dependiente, ya que esta cambia en relación directa con el valor del radio. 
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У? CONCEPTO FUNCIÓN (DOMINIO, RANGO E IMAGEN) 


Conoce a 


Definición de función 


Existen diferentes tipos de expresiones algebraicas, por ejemplo las operaciones a 
resolver, las cuales implícitamente nos solicitan un resultado,como las siguientes: 


Ipes Eu 06- 
1. 3x +5= 2. x Эг 2 +5= 
Las ecuaciones como: 
d 
3. 3x-10=4y+6 4. аг 
Las funciones propiamente dichas: 
5. yz3x! 42x -7 6. f(9=s+6 
7. f(x)x-4 8. f(r)=r?+6x-7 


Las funciones aparecen enlistadas de la expresión 5 a la 8, sobre las cuales 
puntualizamos lo siguiente: 

La variable independiente es la x, sin embargo puede sustituirse esta letra por 
cualquier otra como en los ejemplos anteriores donde se sustituye por la s y la r; 
estas variables pueden tomar diferentes valores dependiendo de la magnitud que 
se utilice o los datos numéricos que se requieran, la y y la f son las variables de- 
pendientes y tomarán su valor dependiendo del valor de la variable independiente 
y la función donde se aplican. En el desarrollo de este tema utilizaremos preferen- 
temente la notación f (x) para referirnos a la función. 


Dominio, codominio, rango e imagen 


El dominio de una función corresponde a los valores que puede tener la x aplica- 
dos a la función correspondiente.En la siguiente función se observa que x puede 
tomar todos los valores numéricos desde menos infinito hasta más infinito: 


/(х) = 5х°+3х-8 


En lo que respecta a la imagen, rango o codominio —términos que pueden 
utilizarse como sinónimos— de la función anterior, la variable independiente 
puede tomar todos los valores desde -8 hasta el infinito; lo anterior se puede 
apreciar mejor en la siguiente gráfica: 


Édouard Goursat dio en 
1923 la definición que 
aparece en la mayoría de 
los libros de textos hoy en 
día: se dice que y es una 
función de x si a cada valor 
de x le corresponde un 
ünico valor de у. 

Esta correspondencia se 
indica mediante la ecuación 


у-/оо. 


РАВА 
SABER MÁS 


INVESTIGA 


Busca aplicaciones de 

las funciones lineales у 
cuadráticas en tu vida 
cotidiana. Escríbelas en tu 
cuaderno. 
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1.2 


1.2 


CONCEPTO FUNCIÓN (DOMINIO, RANGO E IMAGEN) << 


USE 


Pero en la ecuación siguiente la variable independiente x no puede tener el 
valor de 5 y sí todos los demás números, y el codominio o imagen son todos los 
nümeros desde el menos infinito hasta el más infinito, tal como se muestra en 
la siguiente gráfica: 


уо) = Z 


Considérese que el rango de una función corresponde a los valores que 
tomó en determinado espacio la variable dependiente, como se observa en la 
gráfica anterior. 

Para finalizar, te sugerimos aplicar los nuevos conocimientos adquiridos a 
través de la resolución de funciones de primero a tercer grado; sin utilizar el 
método de tabulación, representa las gráficas de estas funciones, encuentra el 
dominio, la imagen y el rango de cada función. 
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" 2 
У» CONCEPTO FUNCIÓN (DOMINIO, RANGO E NL. 


suelve 


» Ре forma individual о en equipo, según instrucciones de tu profesor, realiza lo 
que se indica. Integra este ejercicio al portafolio de evidencias. 


Nombre 


1. Escribe el dominio y el rango de las siguientes funciones: 


Grupo 


Función Rango 


f(x)=5x-2 


юд-Ух-2 


f= 


2. ¿Requieres alguna explicación extra para comprender los conceptos anterio- 
res de este tema? 
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, Gráfica de funciones 


con tecnología 


Para empezar a 


Es posible realizar con precisión gráficas de funciones matemáticas utilizando 
una gran variedad de recursos: hojas milimétricas, tabuladores, cálculo de máxi- 
mos y mínimos, obtención de vértices, hojas de cálculo... Además, en los últimos 
айоз la tecnología pone a nuestro alcance aplicaciones gratuitas que nos facili- 
tan graficar en equipos electrónicos como teléfonos inteligentes (smartphones), 
tabletas, computadoras o calculadoras, así como páginas con aplicaciones que 
sin necesidad de descargar información en la computadora nos permiten obser- 
var e imprimir la gráfica de una función determinada. 


Conoce ч 


Gráfica de funciones utilizando un programa graficador 


Dada la utilización tan popularizada de la tecnología, basta un poco de interés 
para incluir programas que nos permitan utilizar de forma gratuita aplicaciones 
para graficar. 

Existen numerosos programas de estos para las tres grandes plataformas 
móviles: IOS (Aple-MAC) Android o Windows.Te ofrecemos las siguientes direc- 
ciones donde puedes encontrarlos: 
> http://www.apple.com/mx/ storgramas graficadores 
> https://itunes.apple.com/mx/app/graphme-lite-calculadora-grafica/ 

id797065722?mt=8 


Ahí encontrarás aplicaciones como: 
Fregrafcal (IOS o Mac) 

Quick Graph (IOS y Mac) 

GeoGebra (Windows) 

Vernier Graphical Analysis (Android) 


то тү 


Mediante el sistema IOS para iPhone con tableta o celular se puede descar- 
gar la aplicación gratuita Fregrafcal, al abrirla encontrarás una pantalla con las 
opciones que se muestran en la siguiente figura, donde con un toque podrás se- 
leccionar: 


E Aprenderás a 
graficar funciones 


con tecnologías. 


E Lon 
SABER MÁS 


Existen decenas de 
herramientas para aprender 
matemáticas haciendo uso 
de la tecnología. 
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Э? GRÁFICA DE FUNCIONES CON TECNOLOGÍA 
1. Calculadora científica, que muestra esta imagen en pantalla: INVESTIGA 


iQué otros programas 
podrías utilizar para graficar 
con el uso de tecnología? 


del cir 


func | | 0051 


trig | | units 


2. Ungraficador,que solo requiere que introduzcas la función f (x) para observar 
de manera simultánea hasta cuatro gráficas de diferente color cada una en 
relación al color en que se ingrese la función (figura izquierda). Tocando en 
la gráfica podrás observar la trayectoria o lugar geométrico de las funciones 
anotadas, como se muestra enseguida (figura derecha). 


LI жн | ytx)ex^2-5x-10 І 
амы | | LE | 
| | | 
у1(х)= х^2-5х-10 | E | 
у2(х)= \ =; / 
li * : * 
L2 ж ж 
| 
| ю + 
y3(x)= | = 
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1.3 GRÁFICA DE FUNCIONES CON TECNOLOGÍA «€ 


3. Sirequieres datos de las coordenadas x y y,en un tabulador se te proporcionan 
los valores correspondientes, como se muestra еп la siguiente figura: 


MS қ 
rmm Дәшет н ш шшш AP 
E мо 
" vé 
" м 
2 м 
3 “o 
s " 
а e 
з " 
a 4 
3 " 
o ю 
' м 
2 “ 
3 “ 
à u 
s ю 
o 4 
] 4 
s a 


4. Esta aplicación cuenta con un programa que permite introducir la ecuación 
y obtener las raíces o soluciones de x, como se muestra en la figura: 


Ki Оозду Soler. 


1х?+ "5X + -10 20 


х1-6.53113 
х2--1,53113 


Esto es tan solo una muestra de lo que puedes realizar con esta aplicación; 
tu profesor, atendiendo a los recursos con que cuentes, como teléfono celular o 
tableta, о con los equipos disponibles en tu escuela, te explicará la mejor manera 
de aprovechar la tecnología. 


Resuelve а 


Ejercicio 2) 
Utiliza alguno de los programas sugeridos para graficar las siguientes funciones. Re- 
corta cada gráfica y pégala en el recuadro respectivo. 
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Э? GRÁFICA DE FUNCIONES CON нэ 


а) (хунх b) у) =? 
9 у(х) = 151 9 CIE 
Ejercicio E) 


Ahora contesta: 


1. ¿Qué programa utilizaste para graficar las funciones anteriores? 


2. jTuviste alguna dificultad al tratar de utilizar algún programa? ¿Cuál? 


3. Comenta con tus сотрайегов las dudas o impresiones que obtuviste al utilizar la 
tecnología para graficar funciones y escribe una conclusión al respecto. 
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\ Transformaciones de gráficas 


1.4 ? (compresión, elongación, desplazamientos 
verticales y horizontales) 


Para empezar d p 
Transformarás 


Una gráfica se utiliza para presentar información de forma visual y de fácil inter- gráficas de 
pretación. Existen transformaciones que modifican la gráfica, y al no conocerlas funciones. 
características se puede concluir información errónea, ya sea por modificacio- 

nes intencionadas o por desconocimiento de lo que puede ocurrir cuando reali- 

zamos cambios en los ejes o los valores de la o las variables de la función. Estos 

temas te permitirán identificar las características, los manejos y las interpreta- 

ciones que se realicen en las gráfica de funciones y sus transformaciones. 


[Conoce — 


Transformaciones de la gráfica de una función ЕЭ РАВА 
SABER MÁS 


Las funciones tienen movimientos o desplazamientos verticales y horizonta- 
les,los cuales llamamos transformaciones isométricas. En las siguientes tablas 


Al aplicar ciertas 
transformaciones a la 


apreciamos movimientos en ambos sentidos: gráfica de una determinada 
función podemos obtener 
las gráficas de otras 
Movimiento Función Observaciones (Қала аНаЕ 
i Hacia arriba Cuando la constante es positiva (+ шош каза! 
Vertical derart Justa inte es positiva (+) trabajo de graficar. 


ғо) +а Hacia abajo Cuando la constante es negativa (-) 


| 2% 


Лә 
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22 TRANSFORMACIONES DE GRÁFICAS (COMPRESIÓN, ELONGACIÓN, DESPLAZAMIENTOS VERTICALES Y EINE. 


Movimiento Función Observaciones INVESTIGA 
Horizontal Hacialaizquierda | Cuando la constante es positiva (4-) 
f(x a) ¿A qué se refiere la 
Hacia la derecha Cuando la constante es negativa (-) elongación de una gráfica? 


ы L| 


Te 
fe) = (к-р 
| 1 1 ° 
se 2 = 
Ban го) 
Movimiento Función Observaciones 
с авв Cuando se multiplica la función por una constante 
Elongación mayor a la unidad (a > 1) 
а’ 70) T Қ Cuando se multiplica la función por una constante 
Dilatación 
menor a la unidad pero mayor a cero (0 < a < 1) 
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TRANSFORMACIONES DE GRÁFICAS (COMPRESIÓN, ELONGACIÓN, DESPLAZAMIENTOS VERTICALES Y HORIZONTALES) «€ 


1.4 


En las siguientes gráficas identifica el tipo de movimiento y la expresión algebraica: 


Desplazamiento 


Desplazamiento 


= 
5 
E] 


Desplazamiento 


Desplazamiento 


Desplazamiento 


Ё 


Desplazamiento 
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\ Propiedades de las funciones: 


1.5 ? paridad, intersección con los ejes, continuas, 
discontinuas, crecientes y decrecientes 


Para empezar 1 Clasificarás 


El ser humano, desde tiempos remotos, ha mantenido la costumbre y la inquie- funciones. 
tud de agrupar, organizar y clasificar todo cuanto se encuentra en su contexto. 

Así, clasifica grupos con sus mejores amigos, organiza sus actividades a lo largo 

del día, de la semana y del semestre, clasifica las materias por su grado de difi- 

cultad, al igual que a sus profesores. Las matemáticas no son la excepción, en los 

temas de este módulo trabajaremos las funciones, clasificándolas según algunas 

de sus características. 


Conoce ж 


Las funciones algebraicas, de acuerdo con su relación con uno de sus ejes, deci- 
mos que tienen (o no) paridad con su gráfica; respecto al lugar geométrico, serán 
continuas o discontinuas, y en cuanto a su relación entre los ejes, serán crecien- 
tes o decrecientes. 


Paridad de las gráficas 


Decimos que las funciones tienen paridad si al observar su gráfica la parte iz- 
quierda del eje de las ordenadas (Y) es igual al lado derecho de la misma, como se 
muestra en la siguientes funciones y sus gráficas: 


Matemáticamente una función contiene paridad si f (x) =f (-x). 
Desarrollamos el procedimiento; obtenemos: 


Год-х-12х-10 
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ED... DE LAS FUNCIONES «€ 


Ejemplo 
Para obtener la función f(-x) se cambia el signo de la variable independien- 
te; recordemos que, en todas las potencias cuyo valor es un número par, sin 
importar el signo, el resultado es positivo: 

f(-x) = -x* - 12(-x?) - 10 


Obtenemos: 


f(x) = x* - 12002) - 10 


Función que es idéntica a f(x) — 
cluir que la función es par. 
En la función f (x) = -x? + 5x, al comprobar si f(x) = f (-x) planteamos: 


- 12x? - 10, por lo que podemos con- 


f(x) =- (cx) + 5(-х) 
Obtenemos como resultado: 


3-5x 


f= 


Si f(-x) da como resultado - f(x) concluimos gue la función es impar. 
La gráfica f(x) se representa en esta figura: 


Alobservar las tres gráficas anteriores podrás darte cuenta de que las funciones 
par son simétricas con respecto al eje de las ordenadas (Y) y las funciones impares 
son simétricas en el eje de las abscisas (X).Si una función no es simétrica en ninguno 
delos ejes coordenados,la función no es ni par ni impar, como se muestra enseguida: 
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Э» PROPIEDADES DE LAS dE. 


a INVESTIGA 


Busca aplicaciones en 
lavida cotidiana del uso 
de gráficas crecientes y 
decrecientes. 


Intersección con los ejes 


En las coordenadas cartesianas formadas por dos ejes, el de las abscisas (X) y el de 
las ordenadas (Y), cuando se representan los lugares geométricos (gráficas), estos 
pueden cruzar o pasar por los ejes cartesianos (intersección). 

Cuando la intersección ocurre con el eje de las y las coordenadas cartesianas 
de este punto tendrán siempre el valor de cero para las x, y si la intersección ocu- 
tre con el eje de las x el valor de y en todos los casos será cero. 


En la figura de la izquierda las coordenadas donde se interseca la gráfica son: 
5, 0) y (0, 5). 

En la figura de la derecha las coordenadas donde se interseca la gráfica son: 
(71.11, 0), (0, -5) y (1.11, 0) 
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PROPIEDADES DE LAS FUNCIONES << 


Funciones continuas y discontinuas 


Una gráfica es continua cuando al representarla no levantamos el lápiz para dibu- 
jarla,como la siguiente figura de la izquierda. Y es discontinua cuando se corta o se 
requiere levantar la mano para dibujarla, como la figura de la derecha. 


Sin embargo, una gráfica puede ser continua en una parte de su recorrido o 
representación y discontinua en otra, para poder facilitar su análisis. 


Gráficas crecientes y decrecientes 
Una función es creciente cuando aumenta el valor de x y de y, como lo muestra 


la figura de la izquierda. Y una función es decreciente cuando aumenta el valor 
de x y disminuye el valor de y, como se indica en la figura de la derecha. 


T 
| 
| 
| | 
| 
| 
| 
| 


Una función puede ser creciente en una parte de su recorrido y decreciente en 
otro segmento, inclusive en varias ocasiones pueden repetirse los cambios de di- 
rección, esto es, en crecientes y decrecientes, considerando que entre mayor sea 
el exponente, mayor será el número de los cambios de dirección. 
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PARA 
SABER MÁS 


El crecimiento poblacional 
bacteriano es un típico 
ejemplo de función 
creciente, ya que en un 
lapso de cuatro días se 
reproducen millones de 
bacterias. 


Э» PROPIEDADES DE LAS o 


Resuelve 


Utilizando el método de tabulación o el programa graficador que instalaste en tu 
celular o computadora, grafica y resuelve las siguientes funciones. 


Р(х) =х+4 feo-x-2 
Gráfica: Gráfica: 
Intersección Intersección 
de los puntos de los puntos 
L ||. " 
iExiste paridad iExiste paridad 
0 disparidad? о disparidad? 
Justifícalo Justifícalo 
Es continua Es discontinua Es continua Es discontinua 
F0)=-+2 Јо) =x% 
Gráfica: Gráfica: 
Intersección Intersección 
de los puntos de los puntos Ss 
¿Existe paridad ¿Existe paridad - 
0 disparidad? о disparidad? < 
Justifícalo Justifícalo 
Es continua Es discontinua Es continua Es discontinua 
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? Actividad integradora 1 


Define qué es una función. 


Define dominio y rango de una función. 


Menciona las propiedades de una función y descríbelas. 


En una hoja milimétrica realiza las gráficas de las siguientes funciones y pégalas 
en los recuadros correspondientes. 


a) 15х-10| 


Gráfica 


J> ACTIVIDAD INTEGRADORA 1 


b) 32-3 


Gráfica 


с) x'-9x 46 


Gráfica 


5. Define el dominio y el rango de las funciones. 


Función Dominio 


5x42 
х*-4 


6. Utilizando algün programa graficador, realiza las gráficas de las siguientes fun- 
ciones, pégalas en los recuadros y completa los datos que se piden. 
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D... INTEGRADORA 1 «€ 


f0)=x+8 Ро) = 2-6 
Intersección de los Intersección de los 
puntos puntos 
iParidad o disparidad? iParidad o disparidad? 
¿Continua o discontinua? ¿Continua o discontinua? 


Pídele a un compañero(a) que evalúe tu desempeño al realizar la actividad integra- 
dora. Sigue las instrucciones de tu profesor(a). 
Reflexiona y sé honesto(a) al calificar a tu compaňiero(a). 


Nombre del alumno evaluado 


Nombre del alumno evaluador 


Aspecto a evaluar 


Durante el desarrollo sigue procedimientos adecuados. 


Utiliza adecuadamente las tecnologías para bosquejar gráficas. 
Esclaro y sigue un orden en sus procedimientos. 
Mantiene un ánimo positivo para la realización del trabajo. 


Entrega sus aportaciones y materiales a tiempo y en los términos acordados. 


Busca comprobar sus resultados para cerciorarse de que son correctos. 


Comprende el concepto principal: función polinómica. 
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› Autoevaluación 1 


En toda actividad educativa la evaluación personal te permite identificar áreas de 
oportunidades para mejorar tus competencias (habilidades, conocimientos y valores). 
Con esa finalidad responde con la mayor sinceridad la presente lista de cotejo y las 
preguntas posteriores. 


Aspecto a Excelente Bueno Regular Insuficiente Resultado 
evaluar (5) (4) 6) (0) 
¿Cuál fue mi actitud? (Actitudes y valores) 
Entregué mis Entregué mis Entregué mis No entregué 
actividades actividades actividades actividades. 
Puntualidad conforme la conforme después 
fecha y hora ala fecha de la fecha 
programadas programada. programada. 
Entregué Entregué Entregué Entregué mis 
Limpi limpios todos limpios la limpios algunos | trabajos sin 
р mis trabajos. mayoríademis | demistrabajos. | limpieza. 
trabajos. 
Mis trabajos Mis trabajos Mis trabajos Mis trabajos 
presentaron presentaron presentaron по presentaron 
Orden coherencia y coherencia pero | coherencia pero | coherencia пі 
orden. poco orden. по mantenían orden. 
un orden. 
Mantuvebuena | Mantuvebuena | Mantuvebuena | Notuve 
disposición disposición en disposición disposición 
durante la la mayoría de soloen algunas | para realizar las 
Disposición realización de las actividades actividades actividades. 
las actividades individuales y individuales y 
individuales y colectivas. colectivas. 
colectivas. 
(Habi s) 
Identifiqué Identifigué la Identifigué Nologré 
el método mayoría de los algunos de los identificar 
Tdentificación. adecuado para métodos para métodos para ningün método 
determinar la determinar la determinar la para para 
solución. solución. solución. determinar la 
solución. 
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| A 1« 


Aspecto a Excelente Bueno Regular Insuficiente Resultado 
evaluar (5) (4) (3) (0) 
Resolví los Resolví la Resolví algunos | Noresolví 
ejercicios mayoría de delosejercicios | losejercicios 
planteados los ejercicios planteados planteados 
Resolución siguiendo planteados siguiendo utilizando 
un proceso siguiendo un proceso un proceso 
adecuado. un proceso adecuado. adecuado. 
adecuado. 
Obtuve el Obtuve el Obtuve el No resolví 
resultado resultado resultado ningún ejercicio. 
Evaluación correcto en correcto en correcto en 
los ejercicios la mayoría de algunos de 
planteados. los ejercicios los ejercicios 
planteados. planteados. 
¿Qué aprendí? (Conocimientos) 
Comprendí Comprendí Tuve nociones No comprendí 
Concepto de con claridad parcialmente del conceptode | elconcepto de 
función el concepto de el concepto de de función. función. 
función. función. 
Aprendí а Aprendí а Aprendí a. No aprendí 
lonesy sus graficar todas graficar la graficar algunas a graficar las 
6 las funciones mayoría de delasfunciones | funciones 
propuestas. las funciones propuestas. propuestas. 
propuestas. 
Comprendícon | Comprendí Tuve nociones No comprendí 
Propiedadesde | claridad las parcialmente delas las propiedades 
las funciones propiedades de las propiedades | propiedades de de las funciones. 
las funciones. delas funciones. | las funciones. 
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* Modela matemáticamente fenómenos naturales o sociales 
usando funciones en forma gráfica, analítica y/o numérica 
para su análisis. 

* Resuelve problemas e interpreta la solución dentro del 
contexto argumentando los métodos empleados. 
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* Realizar gráficas de funciones 
polinómicas utilizando programas 
graficadores. 

* Obtener funciones utilizando 
operaciones elementales. 

* Resolver problemas de la vida cotidiana 

+ Comprender las propiedades de los mediante el uso de funciones. 
polinomios y la obtención de sus raíces. 

* Aprender los procesos para realizar la 
división de polinomios. 

| * Aplicar el teorema del factor para obtener 
raíces de un polinomio. 

* Encontrar el residuo de divisiones 
polinomiales de una manera rápida y 
sencilla. 


21) Polinomios, propiedades y raíces 


Para empez a 


Investiga y responde: 


Comprenderás las 
propiedades de los 

polinomios y la obtención 
1. ¿Qué es un polinomio? de sus raíces. 


2. ¿Aqué se le llama raíces o ceros de un polinomio? 


3. ¿Qué método conoces para encontrar las raíces o ceros de un polinomio? 


Conoce а 
ИД, SE APLICA 


Polinomios EN... 
— " " Todo lo que tenga que 
Para iniciar, recordaremos qué es un término y cómo se compone. Veron pagar una епа 
Un término es una expresión compuesta de un número que puede ir acompa- cantidad en función 
ñado o no de una o más variables.Observemos,enlasiguientefigura,loselementos al tiempo que uses 


de un término, en este ejemplo, un binomio (porque incluye dos términos). determinado producto o 
servicio se calcula con 
una función polinómica de 


Variable 
primer grado. 


Coeficiente. Exponente 
2 — Término 
-4Х2 + 5— independiente 
Signo 
Primer | Segundo 


término оо término 


Entonces, ¿qué es un polinomio? Cuando hay dos términos o más hablamos 
de polinomios. 
Ejemplos de polinomios: 
2х 3xy-2 


-9а3 + 5а? - За +15 
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У? POLINOMIOS, PROPIEDADES Y RAÍCES 


Los polinomios se pueden clasificar por: 
a) El número de términos. 


Expresión Tipo 


233 Monomio 
2x! 3xy Binomio 
2х3 +3xy -2 Trinomio o polinomio 
5x* - 2x? 4 3xy -2 Polinomio 


b) El número de variables que contenga. En el caso de 2x? + 2x - 3 solo encontra- 
mos la variable x, por lo que es de una variable. 
En el término 2х3у? existen dos variables, x y y. 
El término 2x*y? z es de tres variables, x, y y z. 


Propiedades de los polinomios 

а) Grado. El grado de un polinomio es el mayor exponente del término, por 
ejemplo en la expresión 2x? + 3xy - 2 el primer término es el de mayor expo- 
nente, por lo que su grado es 3. 

En la expresión polinómica 2х7у?2 + 3xy - 2 sumamos los exponentes 
del primer término 2х2у22; la suma de los exponentes es 6 (recuerda que en 
el caso de la variable z, que no tiene exponente escrito, es decir, está implíci- 
to,su exponente es 1). 

Orden. Los polinomios se escriben en orden decreciente, esto es, del mayor 
grado al menor. 

Completud. Un polinomio está completo cuando tiene todos los términos 
con grados desde el mayor hasta grado cero. 


b; 


с 


Expresión 
2x3 Monomio de tercer grado con una variable 
2x? 3xy Binomio de tercer grado con dos variables 


2x*y!  3xyz-2 Polinomio de quinto grado con tres variables 


Raíces o ceros de un polinomio 

Cuando en un polinomio igualamos la variable y como resultado obtenemos 
cero, estamos hablando de la raíz del polinomio. Al igualar el polinomio a cero 
asignamos un valor a la variable y el resultado es cero. 


SE APLICA 
EN... 


Las funciones polinomiales 
tienen una gran aplicación 
en la elaboración de 
modelos que describen 
fenómenos reales. 
Algunos de éstos son: 

la concentración de una 
sustancia en un compuesto 
y la distancia recorrida 

por un móvil a velocidad 
constante. 


PARA 
SABER MÁS 


Los matemáticos árabes 
en la Edad Media fueron 
capaces de describir 
cualquier potencia de la 
incógnita x, y desarrollaron 
elálgebra fundamental 

de los polinomios, aunque 
sin usar los símbolos 
modernos. 
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2.1 


POLINOMIOS, PROPIEDADES Y RAÍCES << 


Ejemplo 


Función original: f (x) = x^ x-6 


Igualamos a cero: x? + x- 6 = 0 


Factorizamos: (х + 3)(x - 2) = 0 


315-9 


Lo anterior significa que cuando a la variable x le asignamos el valor de -3 
vale cero, al igual que cuando le asignamos el valor de 2. En una gráfica, una fun- 
ción vale cero cuando esta cruza el eje X. 


| 


Representación de una gráfica 


Existen varios métodos para representar una gráfica a partir de un polinomio 
(el cual puede ser una función): por tabulación y por el teorema para la obten- 
ción de posibles raíces o ceros de la función. 


Tabulación 


En este caso asignamos un rango de valores a la variable independiente, gene- 


ralmente x. 


En el polinomio f(x) = x? + x - 6, utilizaremos el rango de +5, que presenta- 
mos en la siguiente tabla: 


-3 


“ЕН 


14 6 0 


E 


14 
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PISTA 


K 


Necesitarás hacer un 
repaso de cómo factorizar 
un polinomio. 


INVESTIGA 


Busca y transcribe un 
formulario de procesos de 
factorización. 


У POLINOMIOS, PROPIEDADES Y к. 
Теогета para encontrar raíces o ceros 


Este teorema permite encontrar las posibles raíces o ceros de una función: 
f(x) = алх" + алах" + „+ ax ap 0 


Primero, identificamos los posibles numeradores y denominadores y, ense- 
guida, los posibles ceros de la función. 


Ejemplo 
feosx 5x46 


а) Los posibles numeradores se determinan por el término independiente, 
en este caso 6,así como por sus posibles divisores: 6, 3, 2, 1. 

b) Los posibles denominadores se obtienen del coeficiente de la variable 
con mayor exponente, en este caso x?, por lo que el denominador es 1. 

c) Las posibles raíces se obtienen de dividir cada numerador (inciso a) entre 
cada denominador (inciso b): +6, +3, +2, +1. 


Para encontrar las raíces basta sustituir las posibles raíces obtenidas 
(inciso c) y encontrar, en este caso, dos ceros de la función, porque tenemos 
una función cuadrática. 


Resuelve = 


Ejercicio Ф 
Clasifica los siguientes polinomios segün sus propiedades. 


Expresión Clasificación 


5a?b + 3ab +8 
-12x*y*-- 3xy 


9x3 + 5xy -7 


х? + бху + 827 
Ax*y?z! + 9х?у? + 2у +15 
Ejercicio 6) 


A partir de las siguientes expresiones desarrolla la tabla que presentamos а conti- 
nuación, y elabora las gráficas en tu cuaderno. 


?+3х-10 

-3x'-6x 48 
©) yox -12xt- 47x - 60 
d) y=x*-16 


е) y=x*-2x?-9x+9 
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ED... PROPIEDADES Y RAÍCES << 


Ejercicio E) 


De los ejercicios anteriores obtén las posibles raíces y llena la siguiente tabla. 


Posibles | Posibles Posibles 
Polinomio | 
numeradores denominadores raíces o ceros 
a) 
b) 
9 
d) 
e) 
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2.2 


Para empezar ч 


Cuando buscamos la solución de ecuaciones de grado mayor a 2,de manera natu- 
ral pensaríamos que existe una fórmula general o un método que pondrá en jue- 
go todos nuestros conocimientos de álgebra, lo cual implicaría un proceso tarda- 
do y engorroso. Nada más alejado de la realidad. 

En este módulo aprenderás cómo encontrar la solución a funciones de grado 
mayor a 2 y lo conseguirás utilizando el proceso adecuado. 


Conoce -= 


La división algebraica 


Obtener la solución de funciones de segundo grado (о mayores) es fácil conocien- 
do el método de Ruffini. Para desarrollarlo, resolveremos en primer lugar una 
división algebraica por el método de sus algoritmos (la división algebraica tal 
como la conocemos). 


Зх? - 27 
+5 3x* & 1333 = 10° 
-3x* - 15x? 
0 - 2x - 10x 
233 + 1017 
0 0 


La división sintética 


La división sintética es un método de la mayor simplicidad para resolver este 
tipo de operaciones,aungue reguiere gue la función incluya todos sus términos; 
de no ser así, se completa con ceros у la variable con el exponente correspon- 
diente. Tomando como modelo la división anterior, el acomodo de los términos 
quedaría de la siguiente manera: 


3x' 13x? - 10x? 0x 0 - x 5 


El siguiente paso consiste en colocar solo los coeficientes numéricos (nú- 
meros), como se indica: 
-513 13 -10 0 0 
1000 
900 


Se añaden ceros y x donde по exista el término. 


, División sintética y solución 


de ecuaciones de grado mayor a 2 


Aprenderás los 
procesos para 
realizar la división de 
polinomios. 
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2.2 


DIVISIÓN SINTÉTICA Y SOLUCIÓN DE ECUACIONES DE GRADO MAYOR А 2 << 


Como podrás observar, en el divisor el valor se iguala a cero, quedando x — -5. 
Este nümero se coloca en la primera intersección de las líneas; los siguientes va- 
lores numéricos se obtienen del denominador o dividendo, segün sea el caso, sin 
tomar en cuenta las literales. 

Recordarás que si un número no tiene signo, por convención se considera 
positivo, por lo que solo es necesario indicar el signo a los números negativos. 


El proceso para realizar la división sintética es el siguiente: 

1. Sebajaelnümero del exponente más alto (3). 

2. Se multiplica el divisor (-5) por el número que bajaste; el resultado se 

pone debajo del segundo término (13). 

Se suma +13 con -15,y obtenemos el resultado, -2. 

4. Semultiplica (-5) (-2) = 10; sumamos -10 y como resultado 0. 

5. Se multiplica (-5) (0); obtenemos 0 en la suma, y así hasta terminar los 
nümeros de la función. 

6. Obtenemos como resultado 3 -2 0 0 0; el último nümero es el residuo, y 
el resto de los datos, el resultado de la división; queda reducido el expo- 
nente en una unidad menor que la función del dividendo, y obtenemos 
3x? - 2x"; no es necesario incluir los ceros. 


Р 


Método de Ruffini 


El método de Ruffini se emplea para la solución de funciones de segundo grado 
y superiores. 

La diferencia entre el método de Ruffini y la división sintética radica en que en 
el primero no existe un divisor, por lo que tendremos que buscarlo. La función f (x) 
= хі + x! - 13x? - x + 12 no contiene divisor, por lo tanto aplicaremos el método 
de Ruffini. El término independiente (el que no contiene x) se descompone en sus 
factores primos: 1,2, 3, 4,6 y 12, tanto positivos como negativos, pues el producto 
de dos números negativos da como resultado un número positivo; estos dígitos 
podrán ser utilizados como divisores. 


Recordemos el método de la división sintética: 

1. Se colocan los coeficientes numéricos sin su literal, cuidando que todos 
los términos estén completos. 

2. Se elige uno de los divisores o los factores del término independiente. 
Para este ejemplo seleccionamos el número 6. 

3. Se baja el número del exponente más alto (1). 

4. Se multiplica el divisor (6) por este número (1); el resultado se coloca 
debajo del segundo término (1). 

5. Se suma 1 y 6; obtenemos como resultado 7. 

6. Se multiplica el divisor (6) por el resultado parcial (7),igual a 42; sumamos 
con el -13 y obtenemos 29. 

7. Se multiplica (6) (29) = 174 y se suma a -1: 173. 

8. Se multiplica (6) (173); obtenemos 1 038, que se suma a 12 (1 026); así 
concluimos el proceso del teorema de Ruffini. 
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PARA 
SABER MÁS 


Paolo Ruffini fue un 
matemático y médico 
italiano. Nacido en 
Valentano, cursó estudios 
de medicina en la 
Universidad de Módena, 
pero una vez finalizados se 
dedicó casi por entero a la 
investigación matemática. 
Desde 1787 ejerció la 
docencia como profesor 
de matemáticas en dicha 
universidad. El duque de 
Módena lo nombró rector 
en 1814, ocupando además 
las cátedras de clínica 
médica, medicina práctica 
y matemáticas aplicadas. 


УУ DIVISIÓN SINTÉTICA Y SOLUCIÓN DE ECUACIONES DE GRADO MAYOR A 2 


Obtenemos entonces los valores de 1,7,29,173 y 1 026, que representamos en 
lasiguiente gráfica: 
6|1 1-193 -1 12 
СО 6 42 174 1038 
17 29 173 1026 


Queda la siguiente ecuación: x? + 7x? + 29x + 173; el námero 1 029 nos in- 
dica que debemos seleccionar otro divisor, pues requerimos como residuo 0 para 
considerar el divisor como una solución o raíz de la función. 

Al utilizar cualquiera de los números de la factorización, si el residuo es di- 
ferente de 0 desarrollaremos el proceso con otro valor hasta que el residuo sea 0, 
como en el siguiente ejemplo: 


-1|1 


1 -13 -1 12 
0 13 -12 
1 0-13 12 0 


Obtenemos х? + 0х? - 13х + 12 о x?- 13x + 12 y como residuo 0. 
Este proceso se desarrolla tantas veces como sea necesario, considerando que 
el grado nos indica las raíces o resultados para x. 


-4|1 0-13 12 
4 16 -12 
1-4 3 0 


En este caso, el cociente será x? - 4x +3. 

Esta función puede resolverse por la fórmula general de solución de ecua- 
ciones cuadráticas o repitiendo el método de Ruffini. En ambos casos la solución 
será 3 y 1. 

El resultado de la función original f(x) = x* + x? - 13x? - x + 12 será x = -1, 
х--4,х-1,х-3. 

Estas soluciones corresponden a los valores por donde cruza el eje de las x en 
la gráfica, tal como se muestra en la siguiente figura: 


La. 


PARA 
SABER MÁS 


El método de Ruffini también 
te permite encontrar las 
raíces de un polinomio, 

así como factorizarlo en 
binomios de la forma (x — т) 
Siendo r un nümero entero. 


INVESTIGA 


¿Existen otros métodos 
para resolver ecuaciones de 
grado mayor a 2? 
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2:2 


ED... SINTÉTICA Y SOLUCIÓN DE ECUACIONES DE GRADO MAYOR A 2 «€ 


Realiza lo que se te pide. Luego integra los ejercicios a tu portafolio de evidencias. 


Nombre 


Ejercicio  @ 


Desarrolla las siguientes divisiones sintéticas: 


а) | у(х) = (x3-3x? - x € 3) / (x -5) 


b) /(х)-32-1/х43 


€) | f(x) 2xi*4x +1/х+4 


d) | f(x) 23x'* 12x 12x c 3/x - 6 


e | /(х=х?+4/х-2 
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> DIVISIÓN SINTÉTICA Y SOLUCIÓN DE ECUACIONES DE GRADO MAYOR A €x 
Ejercicio ©) 


Con el método de Ruffini, encuentra las soluciones para x en las siguientes funciones: 


Хо) = х2-4 


/(х)=х*-2х +1 


Го) =? -3х2-х+3 


РО) = х +x? - 6х2 -4x +8 


> Explica enseguida las dudas que pudieras tener sobre el método de Ruffini: 
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2.2 DIVISIÓN SINTÉTICA Y SOLUCIÓN DE ECUACIONES DE GRADO MAYOR A 2 << 


Ejercicio С) 
iQué métodos emplearías para resolver funciones de cada grado? 


Primer 
grado 


Segundo 
grado 


Tercer 
grado 


Ejercicio @ 
¿Cuál de los temas o ejercicios desarrollados hasta ahora podrías explicar en el pizarrón? 
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ЭУ DIVISIÓN SINTÉTICA Y SOLUCIÓN DE ECUACIONES DE GRADO MAYOR A 2 


Ejercicio E) 

En equipos de tres o cuatro integrantes, repasen los conocimientos adquiridos y 
planteen las dudas referentes a la solución de funciones con el método de Ruffini. 
Anoten las soluciones propuestas para resolver estas dudas. 
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2.3 \ Teorema del factor 


Para empeza a 


Investiga y responde: 


Aplicarás el 
teorema del factor 

para obtener raíces de 
1. ¿Qué es un factor? un polinomio. 


2. Encuentra los factores de los siguientes polinomios mediante factorización: 


a) | 15b?-b-2= 


b) | x2-6x-40= 


c) | m-3m42- 


d) | a^- 18a - 81- 


onoce ж 


El teorema del factor establece que un número real es raíz de un polinomio f(x) 
si y solo si f(x) es divisible entre (x - a) y su residuo es 0. 

Es decir, con este teorema podrás encontrar los factores de un polinomio. 

Al valor se le llama raíz o cero de f(x). 


Ejemplo к» PARA 


SABER MÁS 


Ж i joxi- gs 2. 
Demuestra que (x - 3) es un factor del polinomio x* - 3x? + 2x? - 7x + 3. Si bien la aplicación del 


А teorema es un proceso de 
1. Despejar x delfactor. tanteo, es probablemente el 
método más rápido. 
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J) TEOREMA DEL Ж. 


2. Sustituirel valor de x еп el polinomio, efectuando las operaciones corres- 22 INVESTIGA 
pondientes: 


Busca otros ejemplos donde 


оо е aplique el teorema del 
factor, y escríbelos en tu 
(81) -3(27) + 2(9) - 7(3) +3 cuaderno. 


81-81+18-21+3=0 


3. Como el resultado de la operación fue 0, eso indica que (x - 3) sí es un. 
factor del polinomio x* - 3x? + 2x? - 7x +3 


Resuelve . 


1. Identifica de las expresiones 5x 41, x - 4, x + 4 cuál es factor del 
polinomio f(x) = 10x? + 57x? + 71x +12. 


2. Identifica de las siguientes expresiones x - 2, 2x - 4, 3x + 6 cúal es 
factor del polinomio f(x) = 8x? + 4x? - 12x + 6. 


3. Identifica de las siguientes expresiones x - 2, 2x + 2, x+1 cúal es 
factor del polinomio f(x) = x* - 225 - x^ + 2x? - x + 2. 
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2.4 У Teorema del residuo 


Para empez a 


Investiga y responde: 


1. ¿Qué es un residuo? 


2. Delas divisiones sintéticas que realizaste en la actividad pasada escribe el residuo 
obtenido: 


Residuo 


f(x) =x -3x -x+3/x-5 


fœ) = х®-1/х +3 


f(x)=x*+4x+1/x+4 


f(x) = 3x" + 12x? + 12х + 3/х-6 


f(x)=x*+4/x-2 


El teorema del residuo nos ayuda a encontrar el residuo que resulta de dividir un 
polinomio entero y racional entre un binomio sin realizar la división. 

El teorema del residuo nos dice que si dividimos un polinomio entero y ra- 
сіопа! entre un binomio de la forma x - a se obtiene el residuo de dicha división 
sustituyendo x por a en el polinomio. 

Ejemplo 
Encuentra el residuo al dividir el siguiente polinomio: 


(6x? - 2x? + 2x- 4) + (x -2) 


1. Despejamos x del divisor: 
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Encontrarás el 
residuo de 
divisiones polinomiales 
de una manera rápida y 
sencilla. 


PARA 
SABER MÁS 


Al sustituir la variable del 
polinomio por un número 
se obtiene una expresión 
numérica cuyo resultado 
es el valor numérico del 
polinomio en ese punto. 


» EE. 


INVESTIGA 


2. Sustituimos el valor de x en el polinomio. 


6(2)* -2(2) + 22) -4 


48-844-4 Busca otros ejemplos donde 
apliques el teorema del 
residuo y escríbelos en tu 


3. Resolvemos las operaciones y el resultado será el residuo de la división. nadějně: 


48-8+4-4=40 


Resuelve шы 


Encuentra el residuo en las siguientes divisiones: 


1. (a*-a*+2)+(a+1) 


2. (2х*-х®+х-2)у+(2х+1) 


3. (6m? -2m +3)+(3т-3) 
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\ Gráfica de funciones polinómicas 


2-5 con y sin tecnología 


Para empezar и Л 
E Realizarás gráficas 
Busca en tu material escolar o en internet gráficas de primero a tercer grado y contes- de funciones 
ta lo que se te solicita a continuación. polinómicas utilizando 


programas graficadores. 


Función Nümero Nümero de Valor que toca Valor que toca 
ism ТЫ de cambios trayectorias la gráfica la gráfica 
s de dirección lineales enelejedelasx | en el eje de las y 
1 
2 
3 


Conoce в 


Gráfica de funciones 


La forma más simple de graficar una función consiste en utilizar el método de 
tabulación con la función f (x) = x". Los resultados se muestran a continuación. 


-3 9 
шиш nil 
-1 Ч, 
0 0 | 
1 4 
1 ТТ 
---- ---- 2 E 


3 3 3 6 i Ld 3 


Este método funciona para ecuaciones de cualquier grado. Considera,sin em- 
bargo, que al aumentar el grado de la función el requerimiento de puntos para 
obtener una gráfica adecuada será mayor. Así, una ecuación de tercer grado re- 
querirá más de 30 puntos. 
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Ээ» GRÁFICA DE FUNCIONES POLINÓMICAS CON Y SIN TECNOLOGÍA 


Existe otro método para graficar funciones, el cual considera las relaciones 
existentes entre la función y su gráfica. 
Analicemos las principales características de las gráficas y sus funciones. 

1. Elexponente de una función nos permite determinar cuántas trayectorias o 

líneas presenta la gráfica, y al restarle 1 al exponente obtenemos el námero 

de cambios de dirección. Observa que en los exponentes pares la gráfica ini- 
cia y termina hacia el mismo lado y,a la inversa, en los nones la gráfica inicia 
ytermina en lados contrarios. 

Elsigno de la variable de mayor exponente nos indica si la gráfica inicia en el 

cuadrante II o III, y el signo negativo si inicia en los cuadrantes I o II. 

3. El término independiente seňala el punto en el cual la gráfica toca el eje de 
las ordenadas (Y). 

4. Los ceros o raíces de una función corresponden al punto en el cual toca la 
gráfica el eje de las x. Dicha función se puede obtener por fórmula general, 
ecuaciones cuadráticas, factorización o por el método de Ruffini, en ecuacio- 
nes de cualquier grado. En la ecuación f(x) = 3x + 4 tendremos una sola 
trayectoria sin cambio de dirección. La gráfica toca a Y en 4; al resolver la 
función para x obtenemos -4/3.Con estos datos podemos dibujar la gráfica. 


p 


En la ecuación f(x) = x? - 2x - 6 se presentan dos trayectorias unidas por un 
cambio de dirección. Como el término de mayor grado es positivo, la gráfica seme- 
jará una U, y toca al eje de las y en -6.Los valores para el eje de las x los obtenemos 
al resolver la función con la fórmula general, de ecuaciones cuadráticas o por el 
método de Ruffini: x, = 1.62 x; = 3.64, correspondiente a la siguiente gráfica: 


к» РАВА 


SABER MÁS 


Las gráficas de funciones 
permiten describir el 
mundo real en términos 
matemáticos, como por 
ejemplo las variaciones 

de la temperatura, el 
movimiento de los planetas, 
las ondas cerebrales, el 
ritmo cardiaco. 
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En la función f(x) = x? + x? - 4x - 4, de tercer grado, se presentan tres tra- 
yectorias con dos cambios de dirección. La función tocará el eje de las x en 2,1 
y 2, valores obtenidos con el método de Ruffini. Obtenemos la siguiente gráfica: 
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Observa estas características en la siguiente tabla: 


Signo de 


Grado la variable 


dela 
ecuación 


Valor del Nümero de 
término cambios de | Trayectorias Figura Ecuación 
independiente dirección 


de mayor 
exponente 


Го) =х+1 


f0)=x+2 


fo=4+x+4 


fo) =- -až +x +5 


())2x-x4x-6 


z 

E" 
БА ЫН NM |} 

n 

fU 

X 


Gráficas con tecnología 


Para aprovechar el uso tan difundido de la tecnología, con un poco de interés 
encontraremos programas que nos permitirán utilizar de forma gratuita aplica- 
ciones para elaborar gráficas. 

Existe un gran número de programas para las tres grandes plataformas mó- Busca otros programas 
viles: IOS (Apple-MAC), Android y Windows. Te recomendamos las siguientes di- ^ quete permitan graficar 
recciones: funciones polinómicas. 
> http://www.apple.com/mx/ 

» https://itunes.apple.com/mx/app/graphme-lite-calculadora-grafica/ 
id797065722?mt=8 


INVESTIGA 


En ellas encontrarás algunos de los siguientes programas: 
Fregrafcal (IOS y Mac). 

Quick Graph (IOS y Mac). 

GeoGebra (Windows): https://www.geogebra.org/. 

Vernier Graphical Analysis (Android). 


ттуу 
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El programa GeoGebra lo puedes usar tanto en una computadora como en tu 
celular. 


Aliniciar GeoGebra verás lo siguiente: 


©- 


Á/XOOQAX 


Solamente tienes que teclear en la calculadora la función que deseas graficar, 
lacualaparecerá en la parte inferior: 


Para graficar distintas funciones en un mismo plano, da enter y escribe cada 
función.Se mostrará cada gráfica en distinto color: 
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Como ves, es muy sencillo utilizar esta aplicación, ya sea en tu computadora o 
en tu celular, lo quete permite desarrollar gráficas de manera más sencilla y precisa. 

Lo anterior no es sino una muestra de lo que puedes desarrollar con esta apli- 
cación.Tu profesor, atendiendo a los recursos con que cuentes, como teléfono ce- 
lular o tableta, о con los equipos disponibles en tu escuela, te explicará la mejor 
manera de sacar provecho a esta tecnología. 


Resuelve ч 


Utiliza alguno de los programas sugeridos anteriormente para graficar las siguientes 
funciones polinómicas. Imprime las gráficas y pégalas en el lugar correspondiente. 


1 | /0)-6х-5 


2. |f(x)=-4x 


3. /(х)-32-3х-2 
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2.6 У Operaciones con funciones 


Para empezar - 


En este momento ya has aprendido a realizar las operaciones básicas con térmi- 
nos algebraicos.Si sabes desarrollarlas de forma correcta, entonces podrás reali- 
таг estas mismas operaciones, pero con funciones. Recuerda que es primordial 
saber sustituir. 


Sustituye el valor de x en cada polinomio y resuelve la operación indicada. 


[53 Obtendrás 
funciones 
utilizando operaciones 
elementales. 


1, | біх-5 
x*-2x-10= 
2. | біх--2 
4х2-3Х-48- 
8:| Six=-1 


(«-1)2х%3)- 


4. | Six=3 
(х2-2х+4)/(х2-2)= 
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Conoce и 


Suma de funciones 


Dadas dos funciones f y g, definidas en un mismo intervalo, se obtiene la suma 
mediante la siguiente igualdad: 


O +g) = Қа) + g(x) 


El dominio de la función suma será la intersección de los dominios de ambas 
funciones, y se representa así: 


Dom(f + д) = Dom(f) n Dom(g) 
Ejemplos 
1. Sean f(x)=2x-5yg(x)=4x+8 
(f+g)(x)=2x-5+4x-8=6x+3 
Como Dom(f) = Ry Dom(g) = R, tenemos que 
Dom(f + g) = Dom(f) n Dom(g) = R 


2. Sean f(x) -x -4y g(x) = —— 


х+1 
= 3 (х-4) (0+1) +3  x'-3x-1 
СЕ) анте х+1 o 


Como Dom(f) = Ry Dom(g) = R- (1), tenemos que 


Dom(f + g) = Dom(f) n Dom(g) = В п [R - (1)] = В - (1) 


Resta de funciones 
La resta o diferencia de funciones se define mediante la siguiente igualdad: 
U- DE) = f(x) - 960 


El dominio de la función resta será la intersección de los dominios de ambas 
funciones, y se representa así: 


Dom(f - д) = Dom(f) n Dom(g) 


Ten en cuenta que es importante realizar la resta segün el orden en el que te 
lo pidan, pues no es lo mismo (f - g) que (g - f). 
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Ejemplos 
1. Sean f(x) -5x £2y g(X) - 2x - 4 
Resta (f - g) 
(f - д)(х) = (5x 2) - 2x - 4) 
(f -9)(x)-5x*2-2xt4-23x6 
Como Dom(f) = Ry Dom(g) = R, tenemos que 
Dom(f + д) = Dom(f) n Dom(g) = К 
2. Sean f(x) = 8х? + 6x- 7y g(x)=4x?-3x +2 
Resta (g - f) 
(g - f)(x) = (4x* - 3x +2) - (Ba? 6x - 7) 
(g - f)(x) = 4x? - 3x +2 - 8x? - 6x +7 = -Ax? -9x +9 
Como Dom(f) = Ry Dom(g) = R, tenemos que 


Dom(f + д) = Dom(f) n Dom(g) = R 


Resuelve Р" 


Ejercicio Ф 
Sean f(x) =-9х-5 y g(x)=8x+3 
Determina: 


а) | f +9)= 


b q-pn- 
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Ejercicio E) 


Sean f(x) = 9х2 -3х-5 у g(x)=5x-9 
Determina: 
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Ejercicio ©) 


Sean f(x) 23x, g(x)= Peor y h(x)=6x-12 
Determina: 


Conoce más a 


Producto de funciones 


Dadas dos funciones f y g, definidas en un mismo intervalo, se obtiene la fun- 
ción producto mediante la siguiente igualdad: 


CD = 0) а(х) 
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El dominio de la función se define de la siguiente manera: 
Dom (f - g) = (xe(f ng) 
Ejemplos 


1. Sean f(x)- 3x? 9x y g(x)=6x-3 


E» PISTA 


(f: д)(х) = (3x? + 9х) (6x - 3) = 18x? - 9x? + 27x Recuerda que tendrás que 
hacer uso de todos tus 
af Amr conocimientos previos de 
зеп ата оиу álgebra, como leyes de los 


exponentes, factorización... 


cana (1 


Cociente de funciones 


La función cociente se define naturalmente de la siguiente forma: dadas dos fun- 
ciones definidas en un mismo intervalo, se tiene la siguiente igualdad: 


© = 10 


4; 
4 90) 


Recuerda que Іа división no puede tener сото denominador el 0, por lo que la 
función existirá si la función no es 0. Por lo tanto, el dominio será: 


Dom £ (x) = (xe(f п g); g) +0) 


Ejemplos 


1. Sean f(x) —9x?-F 6x? -3x y g(x) = 3x 


nm 
Divide H- ысы ЕЕ ЕД 


2. Sean /(х)=х?-4 у g(x)=x-2 


заа ГО. 2-4 _ (x2)0—3 _ 
Divide Z T DX 3 1-2 
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Resuelve ч 


Ejercicio @ 
Sean f(x) 2 4x5 c 8x?, g(x) x £2 y h(x) -2x* 
Determina: 


а) (:0- 


© | (h-h)= 


d) | ло) 


Ejercicio E) 
Sean f (x) = х° + 6x? - 2x5 - 7x*, g(x) = x*-3x' +2 y h(x)=x-3 
Determina: 


а) Q:9- 
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с) | (h:h)- 
gw) 
| цэс 


Conoce más ч 


Evaluación de funciones 
Para evaluar una función en un valor simplemente tienes que sustituir el valor 
dado en la función. 
También es posible desarrollar las distintas operaciones presentadas en la 
sección previa, pero evaluadas con distintos valores. 
Ejemplos 
1. Sean f(x)-3x'-6x 42 y g(x)-2x 42 
Encuentra el valor de la siguiente operación con funciones: 
f(* gQ) 
Sustituimos el valor dado en las respectivas funciones: 
f(4)-234'-64)*2 y g(2)=2(2)+2 
Resolvemos las ecuaciones dadas y sumamos las ecuaciones resultantes: 
f(4=26 y g2)-6 


Por lo tanto: 
(f+9)=26+6=32 


х9-7х+2 


2. Sean f(x) = 2 LAU ТОР ЕЕ 


Encuentra el valor de la siguiente operación con funciones: 


/@)-4@) 
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Resuelve 


Sustituimos el valor dado en las respectivas funciones: 


fo- 


525 -7(2)* 2 TES 
rri Y 40-0 ЕЗ 


Э» OPERACIONES CON m. M 


Resolvemos las ecuaciones dadas y multiplicamos las ecuaciones 
resultantes: 


Ejercicio 69 


Sean f(x) = 6x? - 7x -3, g(x) = 2 


Determina: 


(е-е 


+ 


x 
R 


-1 


1 y h(x)-V2x 43 


а) 


ХО) +0(3) = 


b) 


2) 


g) hG) = 


h(-1)-g0- 
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Ejercicio ©) 

Sean f(x) = 9x Ax? -2x, g(x) =4x y h(X)- k 
Determina: 

Ejercicio E) 

Sean /(х) = У4х-1, g(x) = ZE y h(x)=5x+2 
Determina: 


4) s= 


я@-һ(-3)= 
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a ds) )- 


Сопосе más a 


Composición de funciones 
Dadas dos funciones f(x) y g(x), se le llama función compuesta a una nueva fun- 
ción en la cual el dominio de f(x) esté asociado al valor de g(x). Se expresa de la 
siguiente manera: 
(f ° g)(x) = f(g(x)) y se lee д compuesta con f. 
Del mismo modo, (g » f)(x) = g(f(x)) y se lee f compuesta con g. 


Ejemplos 


1. Sean las funciones: 
/(х)=5х-1 y g(x)=x-8 


Calcular (f » g)(x): 
(f *g)G) = (000) = 5(x-8) -1 
(f »g)() = f(g(x)) = 5x -40 -1 =5x -41 
Con las mismas funciones calcular (g » f)(x): 
(д ° 6) = 9070) = (6x-1)-8=5x-9 
2. Sean las funciones: 


Хх) =3х+ 12 y g(x) -2x-6 


Calcular (f + g)(x): 


(7° DE) =f) = 32x - 6) +12 
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(+90) = f(g(9) = 6x - 18-12 = 6x - 6 о РІЅТА 


Recuerda que debes usar 
la jerarquía de operaciones 
para obtenerel resultado 
(д » P) = g(£ 09) = 23x + 12) - 6 correcto. 


Con las mismas funciones calcular: 


(ge /)(х) = 9070) = 6x + 24-6 = 6x +18 


Asimismo puedes evaluar funciones compuestas en varios puntos de sus res- 
pectivos dominios. 
Ejemplos 
1. Sean f(x)=2x+6 y g(x)=9x-4 


Calcula (f + g) y evalúa en el punto (-3). 


Primero sustituimos la función д en la función f: 
Q ° д)С-3) = 2 (9) - 4)+ 6 
Y ahora sustituimos el valor indicado en la función resultante: 
(f ° g)(-3) = 2 (9(3) - 4) + 6 = -56 
2. Sean f(x) 23x? +x y g(x)=8x+6 
Calcula (g » f) y evalúa en el punto (2). 
Primero sustituimos la función f en la función g: 
(g ° f) 2) - 88x + x) +6 
Y ahora sustituimos el valor indicado en la función resultante: 


(g ° f) (2) =8(3(2)* + 2) + 6 = 118 
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Resuelve ч 


Ejercicio EJ) 
Sean f(x) = 3x?-5x 9, g(x)=x2+3 y h(x)=4x*+2 
Determina: 


а) | 00c2- 


b) | ge a= 


© ағм(2)- 


d) | (feh)2x)- 


e) | (ho g)(0)= 


I | g.= 
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Ejercicio ©) 


Sean /(х)= +, д(х) 26x? -10 y hi) e 2x8 


Determina: 
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Ejercicio ©) 


Sean f(x) 23 - 7x c 4, g(x) -4x^ &1 y h(x)-5x'-x48 
Determina: 
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Conoce más a 


Función inversa 


Dada una función f(x),su inversa es otra función, designada por f'(x) de forma 
que se verifica: si f (a) = b, entonces f”(b) = a. 

Para poder determinar la función inversa de una función dada deberás des- 
pejar la variable independiente e intercambiar las variables. 


Ejemplo 
INVESTIGA 


Encuentra la función inversa de f(x) = 8x + 4 
Grafica en alguno de los 


1. Primero sustituye el f(x) por y: programas sugeridos en el 
tema anterior una función y 
Su inversa y pégalas en tu 


угаана сиааегпо. 


2. Intercambia ambas variables: 
х=8у+4 
3. Despeja la variable у: 


La función inversa es f(x) = št 


Resuelve - — — — 


Determina las inversas de las siguientes funciones. 


1. 


f(x) = 6x43 


2. | (х)-12х-5 
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\ Solución de problemas 


2: : : : 
Т con funciones polinómicas 


Para empezar a 
Resolverás 


Ahora que ya sabes resolver los distintos tipos de funciones polinómicas es impor- problemas de la 
tante que aprendas a aplicarlas en situaciones de tu vida cotidiana. Repasa lo que ^ vida cotidiana mediante 
aprendiste a lo largo del módulo para que puedas resolver los siguientes problemas. eļ uso de funciones. 


Resuelve 


1. Si un zoológico cuenta con 32 jirafas y se sabe que en x años el número de jirafas 
está dado por el polinomio: N(x) = x? - 6x? + 30x - 42, ¿cuánto tiempo debe 
transcurrir para que en el zoológico һауа 343 jirafas? 


SE APLICA 
EN... 


En el campo de la ingeniería 
aeronáutica las funciones 
son fundamentales para 
saber el ángulo y la longitud 
ala que despega un avión. 


2. En una cadena de pastelerías se producen 1590 pasteles a la semana. Si se ven- 
den 250 pasteles diariamente, encuentra la expresión matemática que representa la 
venta de pasteles y determina con cuántos pasteles cuenta la pastelería los viernes. 


INVESTIGA 


Busca otros ejemplos de 
problemas con funciones 
polinómicas en la vida 
cotidiana y escríbelos en tu 
cuaderno. 


3. El costo total para producir sillones de piel está dado por la ecuación: 
C(x) = 250x + 4 500, ;cuánto cuesta fabricar 500 sillones de piel? 


? Actividad integradora 2 


Forma equipo con otro compaňero para responder: 


1. ¿Qué es un polinomio? 


2. Menciona tres propiedades de los polinomios. 


3. ¿Qué es la raíz de un polinomio? 


4. Explica la diferencia entre la división sintética y el método de Ruffini. 


5. Realiza la división sintética de los siguientes polinomios: 


-5x?-3x +14 
x-3 


a) 
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p) „252-522 +7х-8 
х-4 


. Determina el residuo de dividir el polinomio 
327 - 10%? + 5x-12 
x+4 


¿Es x + 4 un factor del polinomio anterior? 


. Mediante el uso de cualquiera de los programas para realizar gráficas con tec- 
nología grafica las siguientes funciones, imprime las gráficas y pégalas en los 
recuadros. 


a) 2x+6 b) x*-2 


Э? ACTIVIDAD INTEGRADORA 4 


с) 33-1 d) x*-3x2-6x 


. Sean f(x)=x+3 y g(x)-3x'-3x- 6; calcula la suma (f + g), la resta (g - f), 
la multiplicación (f - g), la división -2€ y la función compuesta (g © f) de ambas 
funciones. fe 
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9. Calcula la función inversa de la función f(x) = 2x + 12. 


10. La población de abejas en una colmena está dada por la siguiente función: 


Р(Е) = 121° - 8t + 340 t = tiempo en meses 


а) ¿En qué tiempo hay mayor población de abejas en la colmena? 


b) Еп qué momento hay menor población? 


c) Hazlos cálculos necesarios y bosqueja la gráfica utilizando las aplicaciones 
sugeridas en esta unidad de competencia. Imprime la gráfica y pégala. 
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22 ACTIVIDAD INTEGRADORA 4 


Coevaluación 


Pídele a tu compañero(a) de equipo que evalúe tu desempeño al realizar la actividad 
integradora. Sigue las instrucciones de tu profesor(a). 
Reflexiona y sé honesto(a) al calificar a tu compaňero(a). 


Nombre del alumno evaluado 


Nombre del alumno evaluador 


Aspecto a evaluar 


Durante el desarrollo siguió procedimientos adecuados. 


Utiliza adecuadamente las tecnologías para bosquejar gráficas. 


Es claro y sigue un orden en sus procedimientos. 


Mantiene un ánimo positivo para la realización del trabajo. 


Entrega sus aportaciones y materiales a tiempo y en los términos acordados. 


Busca comprobar sus resultados para cerciorarse de que son correctos. 


Comprende el concepto principal: función polinómica. 
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? Autoevaluación 2 


En toda actividad educativa la evaluación personal te permite identificar áreas de 
oportunidades para mejorar tus competencias (habilidades, conocimientos y valores). 
Con esa finalidad responde con la mayor sinceridad la presente lista de cotejo y las 
preguntas posteriores. 


Aspecto a Excelente Bueno Regular Insuficiente Resultado 
evaluar (5) (9) 8) (0) 
¿Cuál fue mi actitud? (Actitudes y valores) 
Entregué mis Entregué mis Entregué mis No entregué 
actividades actividades actividades actividades. 
Puntualidad conforme la conforme después 
fecha y hora ala fecha dela fecha 
programadas programada. programada. 
Entregué Entregué Entregué Entregué mis 
Tipleri, limpios todos limpios la limpios algunos | trabajos sin 
р! mis trabajos. mayoríademis | demistrabajos. | limpieza. 
trabajos. 
Mis trabajos Mis trabajos Mis trabajos Mis trabajos 
presentaron presentaron presentaron по presentaron 
Orden coherencia y coherencia pero | coherencia pero | coherencia пі 
orden. poco orden. no mantenían orden. 
un orden. 
Mantuvebuena | Mantuvebuena | Mantuvebuena | Notuve 
disposición disposición en disposición disposición 
durante la la mayoría de solo en algunas | para realizar las 
Disposición realización de lasactividades actividades actividades. 
lasactividades individuales y individuales y 
individuales y colectivas. colectivas. 
colectivas. 
¿Cómo lo realicé? (Habilidades) 
Identifiqué Identifiqué la Identifiqué No logré 
el método mayoría de los algunos de los identificar 
ificaci adecuado para métodos para métodos para ningün método 
HT = determinar la determinar la determinar la para para 
solución. solución. solución. determinar la 
solución. 
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Aspecto a Excelente Bueno Regular Insuficiente Resultado 
evaluar (5) (4) (3) (0) 


Resolví los Resolví la Resolví algunos | Noresolví 
ejercicios mayoría de delosejercicios | losejercicios 
planteados los ejercicios planteados planteados 
Resolución siguiendo planteados siguiendo utilizando 
un proceso siguiendo un proceso un proceso 
adecuado. un proceso adecuado. adecuado. 
adecuado. 
Obtuve el Obtuve el Obtuve el No resolví 
resultado resultado resultado ningún ejercicio. 
Evaluación correcto en correcto en correcto en 
los ejercicios la mayoría de algunos de 
planteados. los ejercicios los ejercicios 
planteados. planteados. 
Comprendí Comprendí Tuve nociones No comprendí 
Concepto de con claridad parcialmente del conceptode | elconcepto de 
función el concepto de el concepto de de función. función. 
función. función. 
Aprendí a Aprendí a Aprendí a No aprendí 
graficar todas graficar la graficar algunas | a graficar las 
шоо las funciones mayoría de delasfunciones | funciones 
propuestas. las funciones propuestas. propuestas. 
propuestas. 
Comprendícon | Comprendí Tuve nociones No comprendí 
Propiedades de | claridad las parcialmente delas las propiedades 
las funciones propiedadesde | las propiedades | propiedadesde | delas funciones. 
las funciones. delasfunciones. | las funciones. 
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X Asíntotas verticales, 


zi horizontales y oblicuas 


Para empeza » 2 
UN] Comprenderás el 


Investiga y contesta: concepto de 


asíntota de una función. 
1. ¿Qué es una asíntota? 


2. ¿Qué es una asíntota vertical? 


а 


O 
3. ¿Qué es una asíntota horizontal? . 0 


4. ¿Qué es una asíntota oblicua? 


Conoce = 


Las asíntotas se construyen con base en funciones racionales, las cuales se repre- 
sentan con la misma estructura de los números racionales (los famosos quebra- 
dos), como se muestra enseguida: 


3х2-5хХ-3 5х412 12 


2х+2 х * 
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Э? ASÍNTOTAS VERTICALES, HORIZONTALES Y OBLICUAS 


Recuerda que para ser considerada como función racional se requiere que en 
el denominador exista una variable independiente (x). 

La gráfica suele representarse como dos funciones; en realidad se trata de 
una función discontinua, como se aprecia en las siguientes figuras. 


La línea recta que pasa sin tocar la gráfica desde el origen hasta el infinito se 
denomina asíntota. Existen tres tipos diferentes: las verticales, paralelas al eje 
de las ordenadas (figura a); las horizontales, siempre paralelas al eje de las absci- 
sas (figura b); las oblicuas, formadas por una línea recta que no se alinea ni con 
las abscisas ni con las ordenas (figura c). 


(a) (b) © 


Para encontrar el lugar geométrico y representar las asíntotas en un plano 
cartesiano aprenderemos a diferenciar algunas de las características de estas 
funciones, que corresponden invariablemente a funciones racionales. 
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3.1 


3.1 ASÍNTOTAS VERTICALES, HORIZONTALES Y OBLICUAS (€ 


Asíntotas verticales 


Laasíntota vertical la obtenemos al resolver el valor del denominador dela función, 
el cual deberá ser un námero real. Para ello solo igualaremos la expresión a cero. 


Ejemplos 
— 3х245х-3 5x-12 12 
d Го) = ea х х 
2х+2=0 
2х=-2 


х = -1,que es el valor de х en la gráfica de Ја asíntota. 
Gráficamente: 


| РАВА 
F SABER MÁS 
Ї La palabra asíntota 
| (antiguamente, asímptota) 
proviene del griego 
asumptotos, compuesto 
de “а sun pipto": a = “sin”; 
sun = "juntamente con" y 
pipto = "tocar", es decir, sin 
encontrarse, sin tocarse. 


2. 5x-12 


La asíntota vertical se resuelve igualando el denominador a cero (x — 0), que 
es el valor de la asíntota, una línea recta paralela al eje de las ordenadas: 
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22 ASÍNTOTAS VERTICALES, HORIZONTALES Y ЯМ... 


Asíntotas horizontales 


Para encontrar las asíntotas horizontales consideremos lo siguiente: 

1. Solo existirá asíntota horizontal si el grado de la función racional en el nu- 
merador es menor o igual al grado de la misma función en el denominador. 

2. Si el exponente de la variable independiente de mayor grado en el nume- 
rador es menor que el mayor exponente de la variable independiente en el 
denominador, la asíntota invariablemente pasará por el eje de las x tomando 
un valor de asíntota horizontal igual a cero. 


5x-12 
xt 
5x 
Хэ 


Observemos que la asíntota horizontal se superpone al eje de las abscisas: 


Т н з | -4 
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3.1 


ASÍNTOTAS VERTICALES, HORIZONTALES Y OBLICUAS «€ 


3. Sielgrado dela función es igual en el numerador que en el denominador, la 


asíntota horizontal se obtiene dividiendo los coeficientes numéricos de la 
variable independiente de mayor grado del numerador entre el coeficiente 
numérico de la variable independiente de mayor grado del denominador.Si 
tenemos la función: 


5x-12 
x 
Obtenemos la asíntota horizontal dividiendo 5 + 1 = 5, que es el valor de 
y por donde pasa la asíntota: 


Si el grado del numerador es mayor que el del denominador de la función 
racional no existe asíntota horizontal. 


Asíntotas oblicuas 
Si el grado de la función racional en el numerador es mayor en uno que el gra- 
do del denominador en la misma función, tendremos una asíntota oblicua. Para 


obtener su lugar geométrico dividiremos el numerador y el denominador por el 
método de galera (casita) o de división sintética. 


5x?-12 
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Э? ASÍNTOTAS VERTICALES, HORIZONTALES Y OBLICUAS 3. 1 


Construimos un tabulador con la parte entera sin tomar en cuenta el valor 


racional o residuo, el cual nos proporciona los puntos de la asíntota. 72) SEAPLICA 
EN... 


Los problemas de trabajo 
comúnmente nos piden 
calcular cuánto tiempo le 
tomará a personas distintas 
trabajar a velocidades 
diferentes para terminar 
una tarea. Los modelos 
algebraicos de tales 
Obtenemos los pares ordenados (-1, -5), (0, 0) y (2, 10), con los cuales repre- ^ situaciones regularmente 


sentamos la asíntota oblicua: involucran funciones 
racionales derivadas de la 


fórmula del trabajo: cantidad 
de objetos a un precio 
unitario, el salario de un 
trabajador más su comisión, 
la variación de la altura de 
un proyectil, entre otros. 


Las funciones racionales son excluyentes entre las horizontales y las obli- 
cuas, de tal manera que solo tendremos una de las dos (si existe horizontal no 
existe oblicua y viceversa). 


Resuelve = 


1. Menciona tres características de las funciones racionales. 
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E] Л ASÍNTOTAS VERTICALES, HORIZONTALES Y OBLICUAS << 


2. Enlista los tres tipos de asíntotas. 


a) b) 9 


3. ¿En qué casos se presentan asíntotas oblicuas y horizontales en una misma fun- 
ción racional? 


4, ¿Qué es una asíntota horizontal? 


5. Explica las características de una asíntota vertical. 


6. Si el resultado de una división de función racional es 3x - 7, tabula y encuentra 
los pares ordenados de la asíntota. 
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22 ASÍNTOTAS VERTICALES, HORIZONTALES Y OBLICUAS 3 л 


7. Encuentra las asíntotas de las siguientes funciones: 


Ax* - 3x* +10 
а) 3х3-4х 
b) Зх He 
ЕСЭ "пса 

Grafica con uso de las 
тіс las asíntotas de estas 
funciones y agrégalas a tu 
cuaderno. 

4 5x!-2x? 

6x* 


105 


X División de polinomios 


3.2 7 y división sintética 


Para empezar a 


En el módulo anterior aprendiste a realizar la división de un polinomio, así como 
la división sintética, pero ahora harás un repaso porque es necesario que recuer- 
des bien ambos procesos para avanzar hacia otros temas en los que son indis- 
pensables para su comprensión. 


СМ» — — — — — 


División de polinomios 


La división algebraica de polinomios por el método de sus algoritmos no es más 
que la división algebraica tal como la conocemos: 


3x5 - 2x? 
X+5 | 3x4+ 18x* ~ 10x* 
-3x' - 15x 
0 - 2x - 10x 
2x3 + 10x? 
0 0 


División sintética 


Por medio de la división sintética resulta más fácil resolver este tipo de opera- 
ciones, aunque se requiere que la función esté completa, es decir, que cuente con 
todos sus términos. De no ser así, se aňaden tantos ceros como se requieran y la 
variable con el exponente correspondiente. Tomemos como modelo la división 
anterior; el acomodo de los términos quedaría de la siguiente manera: 


3x* + 13x? - 10x? - 0x -0 - x 5 


A continuación colocamos solo los coeficientes numéricos: 


-5|3 13 -10 0 
15 10 0 
3-2 0 0 


Anadimos ceros y x donde no exista el término. 

Observa que en el divisor el valor se iguala a cero, y queda x = -5; este número 
locolocamos en la primera intersección de las líneas. Los siguientes valores nu- 
méricos se obtienen ya sea del denominador о por medio de una división, según 
sea el caso,sin tomar en cuenta las literales. 

Recuerda que si un nümero no tiene signo por convención se considera posi- 
tivo; por ello, solo se requiere anotar el signo de los números negativos. 
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Realizarás la 
ivisión de 
polinomios. 


2) DIVISIÓN DE POLINOMIOS Y DIVISIÓN БЕ. 


El proceso para realizar la división sintética es el siguiente: 

1. Se baja el número del exponente más alto (3). 

. Se multiplica el divisor (-5) por el número anterior y el resultado se coloca 

debajo del segundo término (13). 

Se suma 13 (positivo) a -15 (negativo) y obtenemos -2. 

. Se multiplica (-5) (-2) = 10; sumamos a -10 y obtenemos 0. 

Se multiplica (-5) (0) = 0 y continuamos hasta agotar los números de la función. 

. Obtenemos como resultado 3, -2, 0, 0, 0, con el último número como residuo 
y el resto de los datos como resultado de la división. Así, queda reducido el 
exponente en una unidad menor que la función del dividendo, y obtenemos 
3x? - 2x?; no se requiere añadir los ceros. 


Resuelve a 


Realiza lo que se te indica. Luego integra estos ejercicios a tu portafolio de evidencias. 


Turno Núm. de lista 


ы 


өөө 


Ejercicio Ф 
Desarrolla las siguientes divisiones sintéticas. 
a) /(х)=х%-3х?-х+3+х-5 9 /(х)=х-1+х+3 
b) /(х)=х+4х+1+х+4 d) /(х)=3х*+12х%+12х+3+х+6 
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Ез. DE POLINOMIOS Y DIVISIÓN SINTÉTICA «€ 


Ejercicio ©) 


Resuelve las siguientes divisiones utilizando el algoritmo de la división algebraica. 


a) f(x)=x*+4+x-2 


b) х?+4+х-5 


©) x"-5x"+11xž-12x+6+x2-3x+3 


d) х?+7х+10+х+6 


е) 6x5+x"+4x2-7x+1+2x2+x-3 
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\ Gráfica de funciones racionales 


con y sin tecnología 


Para empezar a 


Las gráficas de las funciones racionales pueden resultar un tanto difíciles de tra- 
zar, ya que para ello debes recordar temas como el álgebra básica. A continuación 
sete mostrará paso a paso cómo realizarlas. 


ТМ» ———— 


Las funciones racionales son una expresión matemática que se puede represen- 
tar de la siguiente manera: f(x) = 5 donde la variable se encuentra en el deno- 
minador; en el numerador puede o no encontrarse una variable. 

Las funciones racionales se pueden expresar de la siguiente forma: 


Т00-4 


4 


3x-1 5 
3 х%2 


x хєз f= 


f= 


юм 


En estas expresiones podemos observar que la variable se encuentra en el 
denominador. 

Las funciones racionales se representan en forma gráfica como dos curvas 
encontradas entre sí. 


Para graficar una función racional obtenemos, en primer lugar, las asíntotas 
(líneas horizontal y vertical) para guiar la gráfica. Una asíntota nos sirve, pues, 
como guía de nuestra gráfica, ya que esta tiende a tocar la asíntota, pero no Пе- 
ga а tocarla. Por ejemplo, en la gráfica siguiente ambas asíntotas tienen el valor 
de 0, por lo tanto ambas curvas tienden a cero, con valores de 0.001, -0.001 y 
así sucesivamente por ambos lados de las curvas. Las asíntotas (líneas amarillas 
continuas) se verían así: 


Realizarás gráficas 
de funciones 
racionales aplicando un 
programa graficador. 
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3.3 GRÁFICA DE FUNCIONES RACIONALES CON Y SIN TECNOLOGÍA «€ 


1 


Veamos otra gráfica, la de la función f(x) = тт 


| ©) PISTA 


Recuerda que todo nümero 
dividido entre x es igual a 0 y 
que x entre x es igual a 1. 


LL 4 1 4 41-44 


En esta gráfica observamos que la asíntota horizontal se encuentra еп 0, por lo 
que se empalma enel eje de las x, mientras que la asíntota vertical se encuentra en -1. 
Para graficar una función racional seguimos estos pasos: 
1. Obtenemos la asíntota horizontal, que corresponde a la intersección en y. 


1 
Жд-та 


Dividimos toda la expresión entre la variable de mayor exponente у nos queda: 
2 0 
ж 2-0 


Fu (3 
k k 
2. Obtenemos la asíntota vertical, que corresponde a la intersección en x. 
1 
== 


Tomamos solamente el denominador, x + 1, y despejamos x:x — -1. 
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Э? GRÁFICA DE FUNCIONES RACIONALES CON Y SIN TECNOLOGÍ, 


Obtenemos (-1, 0). 


La gráfica se vería así: 


Graficamos la función f(x) = жш siguiendo estos pasos: 


i fo» 2 1 . Dividimos todos los términos entre la variable de mayor 
exponente: 
262- VO 
ЕЗ 
2 1+ 4 0 
2x-1 


о) = хук = i = 2, por tanto la asíntota horizontal en el eje de las y será (0,2). 


s A 
-і-2 


2 f(x)= x 7 Tomamos solamente el denominador y despejamos. 


fœ)= I x+4,x +4 = 0, x = - 4, por tanto la asíntota vertical en el eje de 


las x será (-4,0). 


La gráfica queda como sigue: 


Las líneas amarillas representan las asíntotas. 
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ЁЭ.. DE FUNCIONES RACIONALES CON Y SIN TECNOLOGÍA «€ 


Encuentra las asíntotas de las siguientes funciones. Tabula y grafica con x de -5 а +5. 


E» INVESTIGA 


2223 Grafica tres de estas 
L f0=3 funciones usando algün 
programa sugerido. 
2 
2 |= 


a го)= 272 


a 10-21 
o Ness 
в. | ло) = 24 
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Э? GRÁFICA DE FUNCIONES RACIONALES CON Y SIN ЕЕ, 


noce más ч 


Programas para graficar funciones racionales 


Existen en la actualidad varios programas informáticos para la elaboración de ЕС? AA MÁS 


gráficas, los cuales se pueden ejecutar tanto en el disco duro de tu máquina como 

en línea; para estos últimos no requieres instalarlos, en la mayoría de los casos También puedes graficar 

basta con que te registres en línea para comenzar a graficar. КОЕ ишан 
WolframAlpha es uno de estos programas en línea. Para graficar simplemen- iid 

te escribe la función y da clic en el botón “ =”. 


X&WolframAlpha pera 


c m m ә El Web Apps = Examples 22 Random 
Input 
1 
Жд-- 
x 
eiric figure: Propertes 
hyperbola 


Existen otros programas como Winplot, GeoGebra y Cabri. Estos programas 
se pueden descargar, con el inconveniente de que para GeoGebra y Cabri se re- 
quiere un pago. 
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E... DE FUNCIONES RACIONALES CON Y SIN TECNOLOGÍA (4 


Utiliza el programa WolframAlpha o el GeoGebra para graficar las siguientes funcio- 


nes racionales; traza también sus asíntotas. 


1 o= EA 2 f= 517 
з. fe) uir a. fe ЖЫ. 
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3.4 > Noción intuitiva de límite 


Para empezar а 


Investiga y contesta: 


1. ¿Qué es un límite matemático? 


2. Menciona tres aplicaciones del límite matemático en la vida cotidiana. 


CTA А 


Ellímite де una función es el valor que se acerca a un valor asignado a la variable 
independiente, que puede ser x, con la condición de que nunca adopte ese valor. 
El objetivo de los límites de una función es determinar el comportamiento de la 
función dentro de la gráfica. 

Se pueden tomar los valores inferiores o superiores, pero nunca el valor exac- 
to. Por ejemplo, si un valor tiende a k, se expresa de la siguiente forma: 


Lim f(x) = Lim 
xk 
Con ello nos aproximamos a un valor determinado, y de esta forma observa- 
remos hacia dónde va la gráfica. 
Veamos el siguiente ejemplo: 
Ро) =3х+1 
x4 


En esta función, la tendencia de la gráfica es hacia 4, por lo que podríamos 
tabular con nümeros menores y mayores a 4, pero jamás asignar el valor de 4: 


Comprenderás el 
concepto de 
límite de una función 
matemática. 


ut 
SABER MÁS 
John Wallis formuló la 
primera definición de 
límite en el siglo xvi. 
Pero fue hasta 1851 
cuando el alemán Karl 


Weierstrass realizó la 
definición formal de límite. 
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E»... INTUITIVA DE LÍMITE «€ 


fe) 


aget. — —. 


fœ 


11.5 


el que hay una tendencia en la función. 


Resuelve 


Calcula la tendencia de la función en los siguientes ejercicios. Elabora la gráfica co- 


rrespondiente. 
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124 137 137 136 


En la gráfica se observa que por ambos lados de los valores de x se tiende a la 
función con valor de 13, por lo que el límite de esta función es 13, el valor hacia 


INVESTIGA 


Busca aplicaciones en la 
vida cotidiana del uso del 
límite de una función. 


1m =2x-1 


Тө =-4х+3 


fo) =7х-3 


хэл 


Т0) =5х-12 


16 


X» NOCIÓN INTUITIVA DE 8 
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Operaciones con funciones 


(suma, resta, multiplicación, división, 


composición, inversa) 


Para empezar a 


Resuelve las siguientes operaciones con fracciones: 


Suma y resta 


Al igual que en sumas y restas con fracciones, еп las funciones racionales te en- 
frentarás a dos situaciones distintas: funciones con un mismo denominador y 
con uno diferente. Revisaremos ambos casos. 


Suma y resta de funciones racionales con el mismo denominador 


Las funciones con el mismo denominador se suman o restan algebraicamente,y 
el denominador permanece igual. 
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Obtenendrás 
nuevas funciones 
racionales utilizando 
operaciones elementales. 


22 OPERACIONES CON FUNCIONES (SUMA, RESTA, MULTIPLICACIÓN, DIVISIÓN, COMPOSICIÓN, INVERSA) 


Ejemplos 


1. Sean 2 $ 
23x %5х 22x 3x42 
A M diei 2 


5x! 2x42 
x-2 


ғо) + д(х) = 


2. Sean WI P 
= P-6x+ 4х2 +2х- 
оит godes. 


f -g = 22-6:+4 (eon) 


2x!-x 2x!-x 


Xb-6xt4-4x'-2x 43 
2x!-x 


© = 3až-8x+7 
f(x) - go) CES 


Suma y resta de funciones racionales con diferente denominador 


Para la suma y resta con distinto denominador, al igual que en las fracciones, de- 
bes encontrar el mínimo común denominador, que en muchos casos se consigue 


aplicando la siguiente regla: 


— ab+bc 
bd 


Se entenderá mejor con los siguientes ejemplos: 
Ejemplos 
1. Efectúa la siguiente operación y simplifica el resultado: 


fe) ұу +000= 


Debido a que no es posible factorizar los denominadores, el mínimo co- 
mún denominador es el producto de los originales, es decir: 
(x + 3)(3x - 4) 
La función f(x) se multiplica por el factor que le falta, es decir, 3x - 4, 
mientras que la función g(x) se multiplica por el factor (x + 3): 
5(3x - 4) + 3(x+ 3) 
(x43) (3x - 4) 
Resolvemos la multiplicación: 


15x-20- 3x49 
(х +3) 3x - 4) 


3.5 


PISTA 


Recuerda gue el signo de 
menos afecta a todo lo que 
está dentro del paréntesis, 
por lo que tendrás que 
aplicar las leyes de los 
signos. 


PARA 
SABER MÁS 


Los chinos conocían muy 
bien las operaciones con 
nümeros racionales, hasta 
el punto de hallar el mínimo: 
común denominador 

de varias fracciones. 
Asignaban un rol femenino 
y otro masculino a los 
elementos que componen 
la fracción, se referían al 
numerador como “el hijo” y 
al denominador como * la 
madre". 
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ЕЗ... CON FUNCIONES (SUMA, RESTA, MULTIPLICACIÓN, DIVISIÓN, COMPOSICIÓN, INVERSA) << 


Simplificamos términos semejantes: о PISTA 
18x-11 Observa siempre los 
(x43) Gx-4) denominadores, ya que en 
qm NO HR algunos casos es necesario 
2. Efectúa la siguiente operación y simplifica el resultado: factorizarlos, lo cual facilita 
el trabajo. 


ТОО = ZA- 900 = 


El mínimo común denominador será: 
(x D(x-2) 


La función f(x) se multiplica por el factor que le falta (x - 2), mientras 
que la función g(x) se multiplica por el factor (x + 1): 


Ax(x -2)- (3x  2)(x +1) 
(x + 1)(х-2) 


Resolvemos la multiplicación: 


Ax! -Bx - (3x? + 3x + 2x + 2) _ 4x? -8x - (3x? + 5x 2) 
(х%1)(х-2) (x 1x-2) 


Aplicamos las leyes de los signos y simplificamos términos semejantes: 


4х2-8х-3х2-5х-2 | x'-13x-2 
(х + 1)(Х -2) (х +1) (с-2) 


Resuelve 


Calcula el resultado de las siguientes funciones racionales. 


1 0) = 


6x- 2x+8 2x+5 4x+3 
4 -2х% L rwt Ayr 
касс Хо) буу ОС етте 
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УУ OPERACIONES CON FUNCIONES (SUMA, RESTA, MULTIPLICACIÓN, DIVISIÓN, COMPOSICIÓN, НА... 


DAY, 23x -12 -2x-2 _ _Х+$5$ 
з. ро) = 253584 7х:9 4 quy 352 4. Јо) = 22-а) = д5. 

= LB- —6Х-8 = AAA _ ОЕ 
5. га) = 3558 g(x) = 6-8 6. уо) = P- pw) = 28-2 


Сопосе таѕ а 


Multiplicación у división de funciones racionales 


Las reglas para multiplicar o dividir funciones racionales son las mismas que 
aplicas cuando realizas estas operaciones con nümeros racionales. 

Cuando multipliques o dividas funciones racionales con polinomios recuerda, 
siempre que sea posible, primero factorizar. 
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OPERACIONES CON FUNCIONES (SUMA, RESTA, MULTIPLICACIÓN, DIVISIÓN, COMPOSICIÓN, INVERSA) «€ 


Ejemplos 


1. Sea 


feo = 19. go) 3% 


Factorizamos los términos en los que sea posible hacerlo: 


(+3) х 
зї “(х+З)(х-3) 


Cancelamos factores comunes en el numerador у en el denominador: 


44), x 
3x? ae-3)(x - 3) 


Una vez simplificadas las funciones, procedemos a multiplicarlas: 


4 x 4х 


3x (x-3)  349-9x 


2. Sea 


s ааа = 2 
ГО) = тутус g(x)-2x't2x-8 


Factorizamos los términos en los que sea posible hacerlo: 


6x42) _, 
arder] C * 90-2 
Cancelamos factores comunes en el numerador y en el denominador: 


6(x*2) |, (x4)(x-2) 6(х%2), x-2 
(2х-1)(ж--4) 1 2x-1 1 


Una vez simplificadas las funciones, procedemos a multiplicarlas: 


6(х%2) (x-2) 62-24 


2х-1 2. 2x-1 


En el caso de las divisiones, la forma más sencilla de resolverlas consiste en 
obtener el inverso de la expresión que funciona como divisor, y a continuación 
se soluciona si se tratara de una multiplicación. 


Ejemplo 


_ 34-154 . 2o 0-25 
SO = тд £3a-14 * 90) = zar 13a £21 


Obtenemos el inverso del divisor: 


a?-25 > 2a^ 4 13a 4 21 
2a! 13a 4 21 a? -25 
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22 OPERACIONES CON FUNCIONES (SUMA, RESTA, MULTIPLICACIÓN, DIVISIÓN, COMPOSICIÓN, ШЕ. 


Reacomodamos la expresión como una multiplicación, usando el inverso 
del divisor: 


За? - 15а 2а? +13а+21 
2а? +За-14 ` а?-25 


Factorizamos los términos en los que sea posible hacerlo: 


За(а-5) (2a+7)(a+3) 
(2а +7)(а-2)` (a-5)(a+5) 


Cancelamos los factores comunes en el numerador y en el denominador: 


За (a—5) (а--?(а%3) За a+3 
(24+7)(a-2)' (a—5)(a+5) 7 (a-2) `(а +5) 


Una vez simplificadas las funciones, procedemos a multiplicarlas: 


за | a*3 За? 4 9a. 


(а-2) (485) a*+3a-10 


Calcula el resultado de las siguientes funciones racionales. 


RUF. 
“ > 


33-1 


1. ло) = ӨӨ g= 7 


PES 2. fio 8097 


xt2 
2x-3 
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ЕЗ... CON FUNCIONES (SUMA, RESTA, MULTIPLICACIÓN, DIVISIÓN, COMPOSICIÓN, INVERSA) «€ 


amo хЇ-2х 


4x’ +8x-12, а= х? +5х-14 


xt3 


ж 


0 AS суеш 


6x? + 26x - 20 


5. [= g) = m E 


8х2-8х-6 
6 f= a1 9 


(x) = 5x? 4x. 


7. f(x) = 4xy + g(x) = де 


8. f00= 5 +g) = 


шаш 
х2-16х +39 
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Э» OPERACIONES CON FUNCIONES (SUMA, RESTA, MULTIPLICACIÓN, DIVISIÓN, COMPOSICIÓN, EE... 


2+9х +18 +3 x*-36 xt + бх? 
9. po = EE . да) 233 1.100 00 — уг 
AŽ- 144 5x?- 2; 
11. у(х) = X -g(x)-2x-12 12. у(х) = d *800- дүз 


Conoce más 


Composición de funciones racionales 


Si recuerdas, en el módulo pasado definimos la composición de funciones como: 
Dadas dos funciones f (x) y g(x),se le llama función compuesta a una nueva 
función en la cual el dominio de f (x) esté asociado al valor de g(x). 
En funciones racionales el procedimiento es muy parecido, pero tendrás que 
hacer uso de tus conocimientos en operaciones con fracciones. 


Ejemplo 
Sean f(x) = 525 y goo = 22 


Calcula (f o g)(x) = f(g(x)) 
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OPERACIONES CON FUNCIONES (SUMA, RESTA, MULTIPLICACIÓN, DIVISIÓN, COMPOSICIÓN, INVERSA) «€ 


Esto nos indica que en la función f (x) vamos a sustituir la x por la función g(x) 


Función g(x) ——> 


2x+2 
emu 
2 
Después de sustituir debemos resolver las operaciones indicadas 
m> 2x-13 


Ed 3 1020-18) 20-13 
ЕИ 


2 
e т 


Aligual que en la composición de funciones polinómicas,en la composición de 
funciones racionales también puedes evaluar la función en un punto dado. 


Ejemplo 


sean f(x) = +L y g(x) = HE 


Calcula (g » f)(x) = g(f (x)) y evalúa en el punto (-1) 


Esto nos indica que en la función g(x) vamos a sustituir la x por la fun- 
ción f (x) y vamos a evaluar con el valor de (-1): 


1162) 
Жо 


2 Jes 
6 


1 


x 
Ж 
foe) 


Resolvemos las operaciones correspondientes: 


6x+2 |; 6x+2+30 6x+2+30 
6 a é -Ý 1 
3x+1 | 3x+1 —— 3x41 — 3x41 
= Ta = 


Obtenida la función compuesta, el siguiente paso es evaluar en el punto 
dado,gue en este caso fue (-1): 


6х%32 6(-1)+32 _ -6+32 26. 13 
3x+1 3(-1) 41 -3+1 -2 
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22 OPERACIONES CON FUNCIONES (SUMA, RESTA, MULTIPLICACIÓN, DIVISIÓN, COMPOSICIÓN, ШЕ. 


Resuelve 


Determina el resultado de las siguientes funciones. 


1. Seanf(x)- “e o д(х)= ж y h(x) Ii 
а) (/°д)(х) = f(g Co) b) (ge /)(Х) = 9/62) 
€) (fe h)G9 = fh) d) (ho g)(x) = һ(д(х)) 
€) (g ° ћ)(х) = g(h(x)) f (hoh)(x)=h(h(x)) 
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ЕЗ... CON FUNCIONES (SUMA, RESTA, MULTIPLICACIÓN, DIVISIÓN, COMPOSICIÓN, INVERSA) «€ 


=5х+7 = +7 2x+8 
2. SeanfG) = 5557, да) = E y hoz 
a) (*9)C2)- f(9 C2) b) (ә lC) = f(h c0) 
9 (а°һу@у=пф2)) 4) ge 0) =900)) 


9) (995) = 909(5)) 0 (hef)(0) = һ(/(0)) 
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22 OPERACIONES CON FUNCIONES (SUMA, RESTA, MULTIPLICACIÓN, DIVISIÓN, COMPOSICIÓN, INVERSA) 3.5 


onoce más * 


Inversa de funciones racionales [OW investica 


El procedimiento para resolver funciones racionales inversas es el mismo que se 
utiliza en funciones polinómicas inversas.Solo que en algunos casos tendrás que 
hacer uso de la factorización para que sea más fácil resolverlas. En el siguiente 
ejemplo resuelto se aclara más este punto. 


Busca aplicaciones de 
la inversa de funciones 
racionales. 


Ejemplo 


Encuentra la función inversa de f(x) — 


4х +6 
х-2 


Primero sustituye el f(x) por y: 


_ 4Х+6 
y-7y-2 
Intercambia ambas variables: 
EI 
y-2 


Despeja la variable y: 
x(y-2)=4y+6 
Resuelve la multiplicación: 
xy-2x=4y+6 
Lleva al lado izquierdo los términos que tengan la variable y: 
xy-4y=6+2x 
Factoriza por factor común: 
y(x-4)=6+2x 


Por último despeja la variable y: 


22x46 
у= 
La función inversa obtenida es: 
_2x+6 
so 
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3.5 OPERACIONES CON FUNCIONES (SUMA, RESTA, MULTIPLICACIÓN, DIVISIÓN, COMPOSICIÓN, INVERSA) «€ 


Resuelve  —— 


Determina la inversa de las siguientes ecuaciones racionales. 


9x-4 5х+7 
1. TE 2. ERO 
3 12x-3 4, 6Х+4(Х-1) 
* 73х-5 E 
5. 8(x-3) 6 (2x +3)*- 2x(2x +2 
5x ы 6(х-3) 
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Solución de problemas 


con funciones racionales 


Para empezar 


Ahora que ya sabes resolver los distintos tipos de funciones racionales, es impor- 
tante que sepas aplicarlas en situaciones de tu vida cotidiana. 

Tendrás que hacer uso de lo que aprendiste a lo largo del módulo para que 
puedas resolver los siguientes problemas. 


Resuelve ш. 


1. Una válvula llena una alberca en 3 horas, mientras que otra tarda 9 horas en 
vaciarla. Si ambas válvulas se abren al mismo tiempo, ;cuánto tiempo tardaría 
en llenarse la alberca? 


2. Carolina prepara un pastel de chocolate. La receta pides 11 veces más de azücar 
que de cocoa. ¿Cuánta azúcar deberá agregar si utiliza a$ i tasas de cocoa? 


3. María lava cierto nümero de platos en 4 horas, mientras que Renata lava el mis- 
mo nümero de platos en 3 horas. María comienza a lavar los platos pero necesita 
ira una reunión después de 2.5 horas de trabajo y Renata la releva. ;En cuánto 
tiempo terminó de lavar los platos Renata? 


Resolverás 
Ens problemas de la 
vida cotidiana mediante 
el uso de funciones 
racionales, 


PARA 
SABER MÁS 


Calcular la velocidad de un 
ciclista o cuánto tiempo 
tardarías en llenar con 
determinados litros de 
agua botellas de distintas 
capacidades, son ejemplos 
de la vida cotidiana que 
tendrías que resolver 
mediante funciones 
racionales. 


INVESTIGA 


Busca otros ejemplos de 
la vida cotidiana donde 
tendrías que hacer uso de 
las funciones racionales. 
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? Actividad integradora 3 


Reünete con otro compaňero para trabajar. 
1. Encuentra las asíntotas de las siguientes funciones: 


а) х+1 


b 


х'+4х 
9 х?-3х 


2. Realiza la división del polinomio 3x? - 5x + 2 = 3x - 2. 


3. Resuelve la división sintética x? - 2x? + x + x - 2. 
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ЭЭ ACTIVIDAD INTEGRADORA C 


4. Encuentra las asíntotas de las siguientes funciones; tabula у grafica con x = +4. 
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ED... INTEGRADORA 3 << 


5. Grafica en cualquier programa sugerido las funciones anteriores y pégalas en la 
parte inferior. 


a) = i 
b) fee 2+5 
9 ро) = 2 
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22 ACTIVIDAD INTEGRADORA C 


6. Utiliza una tabla con valores muy cercanos al valor que tiende el límite: 


ЕЕ 30044 _ 
(0)-2 E 


0-044 
2 


2x'-3x +4 
x-2 


(х,у) 


m m 
==? 


(0,2) 


f03)= 


0.3-2 


2(03)2-3(03)+4 _ 


18 


2 


x 


2х2-3х+4 _ 
x-2 


Si damos valores que se aproximan a 2 por la derecha 


Го) = 


(х,у) 


35 


ой) = 283-385) +4 _ 


24.5- 3(3.5) +4 


= 1225-105+4 _ 


575 


(35)-2 


35-2 


15 15 (0,3) 


21 
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m. INTEGRADORA 3 << 


Si damos valores que se aproximan a 2 por la derecha 


2.05 


2.001 


cuando x tiende a 2? 


3 
» ¿A qué valor tiende la función lim шэнэ 
хэ = 


7. Realiza la suma (f + g), resta (g - f), multiplicación (f · g), división Dx. 
composición (f » g) e inversa de las siguientes funciones. 
бх -x 5x!47 
7005 3x32 ОЛЫ сазда 
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22 ACTIVIDAD INTEGRADORA C 


Daniel, Agustín y Paco pintan una casa en 3 horas. Si Daniel lo hace solo tarda 6 
horas y si Agustín lo hace solo tarda 8 horas. ¿Cuánto tardaría Paco en terminar 
de pintar la casa si trabaja solo? 


8. Resuelve el siguiente problema de aplicación de funciones racionales: 


Coevaluación 


Pídele a tu compaňero(a) de equipo que evalüe tu desempeňo al realizar la actividad 
integradora. Sigue las instrucciones de tu profesor(a). 
Reflexiona y sé honesto(a) al calificar a tu compañero(a). 


Nombre del alumno evaluado 


Nombre del alumno evaluador 


Aspecto a evaluar 


Durante el desarrollo siguió procedimientos adecuados. 


Utiliza adecuadamente las tecnologías para bosquejar gráficas. 


Es claro y sigue un orden en sus procedimientos. 


Mantiene un ánimo positivo para la realización del trabajo. 


Entrega sus aportaciones y materiales a tiempo y en los términos acordados. 


Busca comprobar sus resultados para cerciorarse de que son correctos. 


Comprende el concepto principal: función racional. 
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? Autoevaluación 3 


En toda actividad educativa la evaluación personal te permite identificar áreas de 
oportunidades para mejorar tus competencias (habilidades, conocimientos y valores). 
Con esa finalidad responde con la mayor sinceridad la presente lista de cotejo y las 
preguntas posteriores. 


Aspecto a Excelente Bueno Regular Insuficiente Resultado 
evaluar (5) (9) 8) (0) 
¿Cuál fue mi actitud? (Actitudes y valores) 
Entregué mis Entregué mis Entregué mis No entregué 
actividades actividades actividades actividades. 
Puntualidad conforme la conforme después 
fecha y hora ala fecha dela fecha 
programadas programada. programada. 
Entregué Entregué Entregué Entregué mis 
Tipleri, limpios todos limpios la limpios algunos | trabajos sin 
р! mis trabajos. mayoríademis | demistrabajos. | limpieza. 
trabajos. 
Mis trabajos Mis trabajos Mis trabajos Mis trabajos 
presentaron presentaron presentaron по presentaron 
Orden coherencia y coherencia pero | coherencia pero | coherencia пі 
orden. poco orden. no mantenían orden. 
un orden. 
Mantuvebuena | Mantuvebuena | Mantuvebuena | Notuve 
disposición disposición en disposición disposición 
durante la la mayoría de solo en algunas | para realizar las 
Disposición realización de lasactividades actividades actividades. 
lasactividades individuales y individuales y 
individuales y colectivas. colectivas. 
colectivas. 
¿Cómo lo realicé? (Habilidades) 
Identifiqué Identifiqué la Identifiqué No logré 
el método mayoría de los algunos de los identificar 
ificaci adecuado para métodos para métodos para ningün método 
HT = determinar la determinar la determinar la para para 
solución. solución. solución. determinar la 
solución. 
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>: AUTOEVALUACIÓN ч 
Aspecto a Excelente Bueno Regular Insuficiente Resultado 
evaluar (5) (4) (3) (0) 


Resolvílos Resolví la Resolví algunos | Noresolví 
ejercicios mayoría de delosejercicios | losejercicios 
planteados los ejercicios planteados planteados 
Resolución siguiendo planteados siguiendo utilizando 
un proceso siguiendo un proceso un proceso 
adecuado. un proceso adecuado. adecuado. 
adecuado. 
Obtuve el Obtuve el Obtuve el No resolví 
resultado resultado resultado ningún ejercicio. 
Evaluación correcto en correcto en correcto en 
los ejercicios la mayoría de algunos de 
planteados. los ejercicios los ejercicios 
planteados. planteados. 
Comprendí Comprendí Tuve nociones No comprendí 
Concepto de con claridad parcialmente del conceptode | elconcepto de 
función el concepto de el concepto de de función. función. 
función. función. 
Aprendí a Aprendí a Aprendí a No aprendí 
graficar todas graficar la graficar algunas | a graficar las 
шоо las funciones mayoría de delasfunciones | funciones 
propuestas. las funciones propuestas. propuestas. 
propuestas. 
Comprendícon | Comprendí Tuve nociones No comprendí 
Propiedades de | claridad las parcialmente delas las propiedades 
las funciones propiedadesde | las propiedades | propiedadesde | delas funciones. 
las funciones. delasfunciones. | las funciones. 
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O SAGA AGA АС 
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A AKTA e 459. *4 9. 
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UNIDAD DE з АЛ mnn PN 
COMPETENCIA AAT Y, 
FUNCIONES 7-8”, 
TRIGONOMÉTRICAS ” 

мб 44” ь 


- | > я я ». 
y „UD v „UP v „э 


Para empezar a 


Investiga y responde: 
1. ¿Cuáles son las características de una función trigonométrica? 


2. ¿Qué diferencia existe entre el teorema de Pitágoras y la ley de senos y cosenos? 


3. Menciona un ejemplo en el cual son útiles el teorema de Pitágoras y la ley de 
senos y cosenos. 


En un triángulo rectángulo siempre encontraremos un ángulo recto que mide 
90°,y las medidas de los ángulos restantes suman 90°. El lado de mayor dimen- 
sión es la hipotenusa y los otros lados se denominan catetos. 

Las funciones trigonométricas se refieren a funciones que están compuestas 
por tres lados, tres ángulos o la mezcla de ambos, donde se requiere encontrar el 
valor ya sea de un ángulo o de un lado, para lo cual nos apoyamos en el teorema de 
Pitágoras que dice: “En un triángulo rectángulo, la suma de los cuadrados de los cate- 
tos es igual al cuadrado de la hipotenusa”. La siguiente figura representa este teorema: 
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ГРА Integrarás los 
conocimientos de 
álgebra y geometría, 
para el estudio del 
cálculo diferencial, como 
herramienta para la 
resolución de problemas 
en diversos contextos. 


INVESTIGA 


Realiza un formulario de 
funciones trigonométricas. 


УУ FUNCIÓN TRIGONOMÉTRICA 41 


Utilizando estas relaciones biunívocas o funciones podemos encontrar los va- 


lores de cualquier lado del triángulo rectángulo tan solo con despejar la función: PARA 
SABER MÁS 
с?= а? +b? El origen de la trigonometría 


podemos rastrearlo entre 

los hindües y los egipcios; 

aunque sus verdaderos 

impulsores fueron los 

va^ b! HC IU UIS 
religiosas se plantearon 

Al eliminar la raíz cuadrada de c con su exponente al cuadrado, por ser ope- | problemas de orientación 


raciones inversas del mismo valor queda la función: y determinación de fechas 
y horas, perfeccionando 


aspectos astronómicos, y 
2— at bi 
c= va +b con ello, la trigonometría. 


Aplicando la raíz a ambos lados de la función obtenemos: 


ve 


De igual manera podemos despejar los otros dos lados, resultando la función: 


а-Уасы 
b=Vě-a* 


Ejemplo 
Si tenemos un triángulo cuya hipotenusa mide 8 unidades y uno de los cate- 
tos mide 6 unidades,el valor del cateto faltante se calcula así: 


а= ус*-Ь 

а= N8* - 6 

а= у64 - 36 6 8 
а= (28 

а= 5.29 


En la figura de la derecha se pueden observar los ángulo a (alfa) y 8 (beta) 
y los lados A, B, y C. En el ángulo а el cateto opuesto es el cateto A y el que se 
encuentra tocando el ángulo o adyacente es el cateto B. 

Si tenemos el valor del triángulo desde el ángulo 83, el cateto opuesto es В C 
y el adyacente es A. 

Tomando en cuenta las aseveraciones anteriores podemos definir así las 
funciones trigonométricas: 


cateto opuesto 
El seno de a = a ыы, B 
hipotenusa 
El coseno de a = EPIO Upata. сша 
hipotenusa 
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4.1 


FUNCIÓN TRIGONOMÉTRICA «€ 


cateto opuesto 


La tange rd 
cuota cateto adyacente 


La recíproca del seno es la cosecante (csc): 


hipotenusa 


Бин teto opuesto 


Resuelve ч 


Ejercicio Ф 


а) 


b) 


9 


La recíproca del coseno es la secante (sec), anota su función en relación con el 
dngdle В (Беш). 


La recíproca de la tangente es la cotangente, anota su función en relación con el 
ángulo В (beta). 


Calcula las dimensiones del lado faltante en los siguientes triángulos. 


Anota tus cálculos: 
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| O һа 


Más adelante realizarás 
ejercicios en los que 
aprenderás a graficar y 
resolver problemas. 


SE APLICA 
Y ЕМ... 


La triangulación, 

una aplicación de la 
trigonometría, es utilizada 
por los astrónomos para 
calcular la distancia a las 
estrellas cercanas. En 
geografía, se aplica para 
medir la distancia entre 
puntos de referencia. 
También se requiere en los 
sistemas de navegación 
por satélite. Por ejemplo, 
un piloto que despega del 
aeropuerto JFK de Nueva 
York tiene que saber en qué 
ángulo despegar y cuándo 
dar vuelta a un cierto 
ángulo en el cielo con el 
fin de llegar al aeropuerto 
Heathrow, en Londres. 


» FUNCIÓN TRIGONOMÉTRICA ий 


Anota tus cálculos: 


Ejercicio ©) 


Encuentra los lados y ángulos de los siguientes triángulos. 


24 


22 19 


Anota tus cálculos: о РІЅТА 


Recuerda que para 
encontrar el ángulo 
deberás aplicar la función 
inversa que aparece en la 
mayoría de las calculadoras 
como función". 
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\ Medidas angulares 


ын (radianes, grados) 


Para empezar " ERA 
Utilizarás las 
Investiga y responde: conversiones de 
1. ¿Qué son el sistema sexagesimal y el decimal? medidas angulares. 


2. ¿Qué es un radián y cuál es su correspondencia en ángulos? 


` , 
` , 
` 2 
- - 
3. ¿Qué sistema utilizamos para medir las horas del día? % 54 
, ` 


РАВА 
Entre los sistemas de medición de ángulos más utilizados encontramos: E» SABER MÁS 
» Sistema centesimal (base 100, utilizando decimales). | — айна 
> Sistema sexagesimal (en grados base 60, como las horas del reloj). тшс: entrelos modas 
> Sistema radial (base 2m radián). posibles de presentar 
las medidas angulares 
En la medición sexagesimal, el círculo unitario tiene 360°, que podemos ex- están los grados (pec), 


presar como "la vuelta completa del círculo". lostadianes БАН los 
gradianes (GRAD). 


90* 90° 
360° 
Vuelta completa 
90° 90° 
Si calculamos los grados de una esquina determinaremos que mide 90*,como A 


se muestra en la figura. 
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У? MEDIDAS ANGULARES (RADIANES, GRADOS) 


Para medir un ángulo, las fracciones menores se expresan en minutos y se- 
gundos. 
» 1*—60'(minutos, expresados еп”). 
> 1min = 60" (segundos, expresados еп”). 


Para convertir de sistema centesimal a sexagesimal es necesario dividir en- 
tre 60,10 cual podemos constatar porque: 
» Enelsistema sexagesimal, la unidad (1 hora) tiene 60 minutos. 
» Enelsistema centesimal,la unidad (1) tiene 100 divisiones. 


Como ejemplo, observemos las equivalencias de la tabla: 


Sistema centesimal Sistema sexagesimal 


1 1 
115 1:25 
1.50 1:30 
175 1:45 


Silo pensamos en horas será más fácil la comprensión y conversión de ambos 
sistemas. 

Los ángulos también se miden en el sistema radial, como ya seňalamos. Un 
radián corresponde a la medida del ángulo cuyo arco es equivalente al radio del 
círculo. La circunferencia de ese círculo mide 2 radianes, es decir, 360% deduci- 
mos que 1 rad = 180°. 

Con esta deducción o fórmula podemos realizar la conversión de radianes a 
grados y viceversa. 


Ejemplos 


1. Convertir 40? a radianes. 


а 
ШІ 180 
Resolviendo: 
40m _20т 
180 90 
Obtenemos: 
0.6981 rad 


INVESTIGA 


Busca aplicaciones de estas 
conversiones en el campo 
de las matemáticas. 


Ba 
чи 
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4.2 MEDIDAS ANGULARES (RADIANES, GRADOS) << 


2. Convertir 3.4 radianes a grados. 


180 
E 360: 
Resolviendo: K | 
180-34 ( ) 
T 
Obtenemos: 
194.80" 
Resuelve ч 
Ejercicio 69 


Convierte del sistema centesimal al sexagesimal los siguientes valores: 


Ejercicio 6) 


Convierte los siguientes valores a los sistemas sexagesimal y radial: 


Sistema centesimal Sistema sexagesimal 


225 


3.50 


575 
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4.3 > Valores de ángulos notables 


Para empezar a 


Investiga y responde: 
1. ¿Cuáles son los ángulos notables y cuál es su utilidad? 


2. ¿Cuál es la fórmula de conversión entre radianes y ángulos? 


Conoce . 


Los ángulos notables son aquellos de los que podemos encontrar y obtener sus 
valores por inspección y análisis: 309, 459, 609, 909, 180°, 270? y 360°. 

En una circunferencia es posible visualizar los ángulos de 909, 180%,270* y 360% 
de forma simple, considerando que los 90° están representados por un ángulo rec- 
to; 180° corresponden a un ángulo llano; 270°, a la suma de tres ángulos rectos, y 
360° a la circunferencia en su totalidad, coincidiendo este valor con el origen (0%) 
cuando no se indica ángulo alguno, como se observa en la siguiente figura: 


Para localizar los ángulos de 30°, 45? y 60° debemos recurrir a los comparati- 
vos entre los ángulos sexagesimales y los radianes. 

Recordemos que el grado sexagesimal es el resultado de la división de una 
circunferencia en 360 partes. 

El radián es la medida del ángulo central de una circunferencia de radio 1 y 
cuyo arco tiene la misma longitud que el radio. 


Comprenderás 
el concepto de 
ángulos notables. 


PARA 
SABER MÁS 


Los babilonios creían que 
los dioses controlaban 

los movimientos celestes; 
pensaban que en los astros 
estaba escrito su futuro. 
Tras observar el cielo, creían 
que el sol giraba alrededor 
de la Tierra describiendo 
una circunferencia cuyo 
centro era la propia Tierra. 
Como observaron que el Sol 
tardaba 360 días en volver 
a ocupar la misma posición 
en el cielo, dividieron la 
circunferencia en 360 partes 
iguales. Esta división se 
mantiene en la actualidad y 
se llama grado a cada una 
de las 360 partes. 
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4.3 


VALORES DE ÁNGULOS NOTABLES «€ 


Consideremos la circunferencia en el plano cartesiano, donde su radio mide 
la unidad (circunferencia unitaria), independientemente del valor que le asig- 
nemos: centímetros, metros, yardas, kilómetros. Tomemos la intersección de los 
ejes cartesianos como centro de dicha circunferencia (el cual se encuentra en las 
coordenadas 0, 0) y recordemos que el radio representa la unidad. 

La fórmula para encontrar el perímetro de la circunferencia es 2- 1 r,consi- 
derando r como una medida unitaria. El perímetro puede calcularse en 2r, que- 
dando el valor de la circunferencia como 2r radianes o 360°. Su equivalente т rad 
corresponde a media circunferencia, por lo tanto 11 rad = 180%, 1л rad = 90%, E 
rad — 270*, como se muestra en la siguiente figura: 


190 'л/2 


180 0 0 
360 л 2m 


"270 "3/27 


Si tomamos un ángulo de 180°, о sea un medio de la circunferencia, encontra- 
mos algunas características interesantes entre la relación de тт rad y los grados 
sexagesimales. Dividiendo 180? entre 30° obtenemos seis partes iguales que se 
representan como 2 y cada una de estas partes equivale a i de т rad. Si tomamos 
3, equivalente a un i de т rad, corresponderá al ángulo de 60°. Los 90” equivalen 
až 0j denrad. 

Para los ángulos de 45°, al dividir obtenemos cuatro espacios de 45“, de 
tal manera que los primeros 45° eguivalen a i de т rad, 90°, а Н о 4 de т rad. 
Siguiendo este razonamiento encontraremos los ángulos notables dentro de la 
circunferencia, como se muestra en la siguiente figura: 


els 


„2л 
(1,0) 


Recordemos que esta es una circunferencia unitaria, es decir, el radio equivale 
ala unidad y el centro de la circunferencia se ubica en el origen de los cuadrantes. 
A partir de estos procedimientos encontraremos los múltiplos de 30° y 60°. 
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Y» VALORES DE ÁNGULOS к. 


Al trazar un triángulo equilátero, vemos que cada ángulo interno mide 60°, y si 
trazamos una línea recta en la mitad obtendremos dos triángulos rectángulos: 


А 
m 
1 h 
° 90° 
МО 
H 


A partir de este razonamiento se pueden calculas las funciones trigonomé- 
tricas de los ángulos notables: 


cos 45 sped 
Хап 45° =1 
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4.3 


VALORES DE ÁNGULOS NOTABLES «€ 


Resuelve 


Ejercicio  @ 


Calcula las razones trigonométricas de los ángulos A. 


Ejercicio 6) 


14 


senA= 


tanA= 


Completa las áreas en blanco con los valores de los grados sexagesimales o radianes 


faltantes. 


Sexagesimal 


Radianes 


Coseno 


Tangente 
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45° 


60° 


0тгай 


3/6 т rad. 


xagesimal 


Radianes 


Tangente 


Sexagesimal 


Radianes 


Coseno 


Tangente 


У? VALORES DE ÁNGULOS NOTABLES 


22257 


7/6 m rad 


-8/6mrad 
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4.3 


X Bosquejo de las funciones 


3 trigonométricas 


Para empezar a 
Aprenderás a 


Investiga y responde: graficar funciones 
1. ¿Qué es la función seno y cómo se representa? trigonométricas, 


2. ¿Qué es la función coseno y cómo se representa? 


3. ¿En qué valor se intersecan ambas funciones? 


Conoce шы. 


Una forma práctica de representar una función trigonométrica consiste en ela- 
borar la gráfica correspondiente empleando algún programa informático. Para tal A Ales Че йр vu 
efecto consideraremos la gráfica de las tres funciones trigonométricas básicas: ^ los astrónomos árabes 
seno, coseno y tangente. trabajaron con la función 
La función seno se representa como si se dibujara una circunferencia en una seno y a finales del siglo 
recta. Si movemos el ángulo en el sentido contrario de las manecillas del reloj, XYa habían completado 
su valor se incrementa en función del tiempo hasta alcanzar un nivel máximo |4 función seno y las 
s Я чс Lii 25 otras cinco funciones. 
de 90°; si aumenta dicho valor, el del radio disminuye hasta que su posición es ү Р 
5 б ый También descubrieron y 
paralela y sobrepuesta a la línea de 0°. Al incrementarse, el movimiento del ra- demostraron teoremas de la 
dio vector adquiere valores negativos, alcanzando los 270^ para posteriormente trigonometría. 
disminuir y regresar a su posición original, de 360° o 0°. 


PARA 
SABER MÁS 


Función seno 


La función seno es periódica: 360° (21), por lo que la sección correspondiente de 
la gráfica se repetirá en los distintos periodos. 

> Sudominio será R. 

> Máximo 1. 

> Mínimo -1. 
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22 BOSQUEJO DE LAS FUNCIONES EN... 


Función coseno 


Esta función es muy similar a la función seno, con la diferencia de que inicia 
en el punto más alto de la circunferencia, con un desfase de 90? y termina en el 
mismo punto a los 360°. 

> Sudominio será R. 

> Máximo 1. 

> Mínimo -1. 


Función tangente 


Dado que la función tangente es el seno de x entre el coseno de x, esta función 
tiende a los infinitos tanto en - y como en +y. 

» Esuna función periódica, cuyo periodo es de 180° (т rad). 

> Sudominio será R. 
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4.4 BOSQUEJO DE LAS FUNCIONES TRIGONOMÉTRICAS «€ 


Función cosecante 


La función de la cosecante es periódica; su periodo es de 360° (21). 
> Sudominio será R. 


INVESTIGA 


Busca aplicaciones de 
gráficas de funciones 
trigonométricas en otras 
ciencias. 


Función secante 


La función de la secante es periódica; su periodo es de 360° (21). 
> Sudominio será R. 


Función cotangente 


La función de la cotangente es periódica; su periodo es de 180? (т). 
> Sudominio será R. 
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22 BOSQUEJO DE LAS FUNCIONES EN... 


Cómo graficar las funciones seno, coseno y tangente 


Realizar la gráfica de la función seno equivale a graficar la ecuación y — sen. Re- 
cuerda que los máximos y mínimos de las curvas de la gráfica serán 1 y -1, res- 
pectivamente. Las curvas de la gráfica siempre pasarán por el eje de las x en -2n, 
-т, 0, п, 2r, etc. 

La función del coseno es y = cos.Su gráfica es similar a la de seno, en donde 
el máximo es 1 y el mínimo -1. 

La diferencia entre los gráficos es que los picos y valles están directamente 
por encima o debajo del eje de las x en los puntos -2т, -т, 0, m, 2m, y así sucesiva- 
mente, en ambas direcciones. La curva de la gráfica pasa por el eje de las x direc- 
tamente entre cada punto. 

Se dibujan puntos en cada uno de los picos y valles y directamente entre los 
nümeros en el eje de las x para conectar y visualizar la curva de coseno. 


Ejemplo к» РАВА 
Graficamos la siguiente función trigonométrica: f (x) = 2 sen x SABER MÁS 
Habrás notado que, en este 
1. Dividimos el eje de las x en 5n radián: caso, ni su máximo ni su 
mínimo son 1, -1, ya que el 2 
| | | que se encuentra antes del 
1 | | sen x nos indica la amplitud 
| de la gráfica, es decir, que 
| la gráfica se va a alargar 
1 hasta alcanzar el nümero 
0 | np т 3л/2| 2m | Sm/2 | Зл | 7m/2 | 4m | 9m/2 T indicado, en este caso 2, 
, , 
| | | 


por lo que su máximo será 2 
" ysu mínimo -2. 


0 2(sen0) = 0 (0,0) 
1/2 2(sen(m) /2)=2 (п/2,2) 
т 2(веп п) = 0 (т,0) 
31/2 2(sen Зп / 2) =-2 (31/2,-2) 
p 2(sen 21) = 0 (21,0) 
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BOSQUEJO DE LAS FUNCIONES TRIGONOMÉTRICAS «€ 


з. Una vez obtenidas las coordenadas, el siguiente paso consiste en unir los 
puntos encontrados. Así, tenemos que la gráfica de la función trigonomé- 
trica y = 2 sen x es: 


Resuelve 


Ejercicio 29 
Grafica las siguientes funciones trigonométricas; emplea diferentes colores para 
representarlas. 


a) f(x) =ѕепх b) f(x) 23senx 9 f(x) =2 sen (3x) 


Ejercicio Ө 
Grafica las siguientes funciones trigonométricas; emplea diferentes colores para 
representarlas. 

a) f(x)=co0sx b) f(x)=2cosx €) f(x) = 3 cos (2x) 

1 

"hum | + | 3W2| zk [sr de | oa | э [xz] sk 
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22 BOSQUEJO DE LAS FUNCIONES TRIGONOMÉTRICAS 


Ejercicio С) 
Grafica las siguientes funciones trigonométricas; emplea diferentes colores para 
representarlas. INVESTIGA 
x 
a) f(x) = sen| = b) f(x) =ѕеп (2х-1 € х) 22 sen (3x - 2 
) feo (= ) ) feo c ) ) feo nC y Realiza estas gráficas en 
alguno de los programas 
1 que has usado a lo largo 
del curso. 
0 
ЖЕГІ Ж | 38/2 | 2m | 5л/2 | 3m | 7m/2 | Ял |9лу2 | 58 
л 
Ejercicio Ө 
Grafica las siguientes funciones trigonométricas; emplea diferentes colores рага 
representarlas. 
a) f(x) = cos (x +2) b) у) = КӨ €) fx) = соѕ (3х + 1) 
1 
0 


o | mp т 34/2 | 2m | 5m/2 | 3л | 7m/2 | 4p | 9102 | St 


Л T Ї 
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4.5 Y Identidades trigonométricas 


Para empezar а 


Contesta: 
1. ¿Qué entiendes por identidades? 


2. Con tus propias palabras, explica qué es una identidad trigonométrica (puedes 
investigar). 


3. ¿Cuál es la función de una identidad trigonométrica inversa? 


onoce ы 


Las identidades trigonométricas son igualdades que involucran funciones trigo- 
nométricas, válidas para todos los valores del ángulo en los que están definidas 
estas funciones. 


Identidades trigonométricas Identidades pitagóricas 
Seno de a = SITE = sen a +costa=1 
Coseno de a = “eto adyacente _ Р tan? а +1=sec*a 

hipotenusa с 
Tangente de a = eto opuesto_ — a 1+соёа = сѕса 
cateto adyacente — b 
Identidades trigonométricas inversas 
B 
Cosecante de a — —®— = hipotenusa C 
z cateto opuesto a 
Sěcanté de a = L — — hipotenusa e k ре 
cos cateto adyacente | b 
Cotangente de a = —1— = . hipotensa 29 
tanx cateto opuesto | а A b с 
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Identificarás las 
identidades 
trigonométricas. 


E» INVESTIGA 


¿En qué ocasiones se 
usan las identidades 
trigonométricas? 


УУ IDENTIDADES TRIGONOMÉTRICAS 


Otras identidades trigonométricas 


1 1 
па = = tana = 
эи esca сок seca e cota. 


esca = seca = 
sena соза 
tana = а= 1 
m cosa. ше sena 
Ejemplo 


Prueba la siguiente identidad: 


а 
zena 564 


1. Hacemos uso de las identidades para transformar lo que sea necesario 
para llegar a la igualdad, por lo tanto: 


Капа ---» —— 
sena. 


2. Realizamos la división correspondiente 


sena 


E osa sena 
sena. = (cosa)(sena) 7 5604. 
1 


3. Ahora reducimos términos: 


sene 


(cosa) (sene) Е 


Por lo que la expresión resultante es: 


соза = Seu 


Y si revisamos las identidades observamos que: 


1 poridentidad 
cosa. 


seca 
Por lo que la identidad sí se cumple: 


seca = seca 


PARA 
SABER MÁS 


La torre de Pisa se contruyó 
en una base de arena poco 
consistente, por lo que 

se aparta cada vez más. 

de su vertical. En 1990 un 
observador situado a 46 
metros del centro de la 
base de la torre determinó 
un ángulo de elevación 

de 54? a la punta de la 
torre. Este observador 
aplicó la ley del seno para 
determinar el ángulo de. 
inclinación y la ley del 
coseno para determinar el 
desplazamiento de la torre. 


а?+Ь?=с? 
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4.5 


4.5 IDENTIDADES TRIGONOMÉTRICAS «€ 


Prueba las siguientes identidades: 


1, om 


3. соѕоѕеса -1 


4. senaseca = tana 
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X Solución de problemas 


‚6 : : > 
* con funciones trigonométricas 


Para empezar " Aplicarás funciones 


Contesta: trigonométricas 

1. Menciona un ejemplo donde se utilizaría una función de seno. para la solución de 
problemas de la vida 
cotidiana. 


2. Menciona un ejemplo donde se utilizaría una función de coseno. 


3. ¿Cuál es la diferencia entre ambas funciones? 


Resuelve m 


1. Una persona observa una torre en un ángulo de 625; si la persona mide 1.68 metros 
y está ubicada a 15 metros de la base de la torre, ;qué altura tiene la torre? 
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4.6 SOLUCIÓN DE PROBLEMAS CON FUNCIONES TRIGONOMÉTRICAS << 


2. Un marinero que se encuentra en un faro de 532 metros divisa desde lo alto una 
embarcación que se acerca. El marinero sabe que el ángulo de depresión al que 
se encuentra la embarcación es de 82°; ;a qué distancia se encuentra la embar- 
cación del faro? 


3. Un piloto debe acerarse a la pista de aterrizaje en un ángulo de 8? con respecto 
a la horizontal. Si su vuelo es a una altitud de 8 500 metros, ¿a qué distancia de 
ar el descenso? 


4. Siunárbol mide 20 metros y un hombre lo está observando a 5 metros de distancia, 
iqué ángulo de elevación se forma? 
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› Actividad integradora 4 


Forma equipo con otro compaňero para responder: 
1. ¿Qué es una función trigonométrica? 


2. ¿Qué es un ángulo notable? 


3. ¿Qué es una identidad trigonométrica? 


4. En la siguiente tabla realiza las conversiones entre el sistema centesimal, el siste- 
ma sexagesimal y radianes según sea el caso. 


Sistema centesimal Sistema sexagesimal stema radial 
2mrad 
20 
90° 
ES 
3rad 
0.75 
30° 
Trad 
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ACTIVIDAD INTEGRADORA 4 << 


5. Grafica las siguientes funciones trigonométricas; emplea diferentes colores para 
representarlas: 
a) f(x)=4senx 
b) f(x)=2cosx 


0 
ШЕП 342 | 2 | 5m | 3p | 7-2 | 4k |9mj2 | Sk 


6. Encuentra las razones trigonométricas del siguiente edificio; considera los valo- 
res que se muestran en la figura. 


SenA= 


CosA= 
TanA= 


7. Determina la altura de la casa, se sabe que el ángulo de elevación mide 42? y la 
distancia horizontal a la base de la casa es de 5 metros. 


8. Una escalera de 4 metros está apoyada contra la pared. ¿Cuál será su inclinación 
si su base dista 2 metros de la pared? 
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ЭЭ ACTIVIDAD INTEGRADORA чи 


9. Calcula la altura de la torre del castillo. 


20m 


10. Escribe una reflexión sobre la aplicación de las funciones trigonométricas en la 
vida diaria. 


Coevaluación . 


Pídele a tu compañero(a) de equipo que evalúe tu desempeño al realizar la actividad 
integradora. Sigue las instrucciones de tu profesor(a). 
Reflexiona y sé honesto(a) al calificar a tu compaňero(a). 


Nombre del alumno evaluado 


Nombre del alumno evaluador 


Aspecto a evaluar 


Durante el desarrollo siguió procedimientos adecuados. 


Utiliza adecuadamente las tecnologías para bosquejar gráficas. 


Es claro y sigue un orden en sus procedimientos. 


Mantiene un ánimo positivo para la realización del trabajo. 


Entrega sus aportaciones y materiales a tiempo y en los términos acordados. 


Busca comprobar sus resultados para cerciorarse de que son correctos. 


Comprende el concepto principal: función trigonométrica y su utilización. 
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? Autoevaluación 3 


En toda actividad educativa la evaluación personal te permite identificar áreas de 
oportunidades para mejorar tus competencias (habilidades, conocimientos y valores). 
Con esa finalidad responde con la mayor sinceridad la presente lista de cotejo y las 
preguntas posteriores. 


Aspecto a Excelente Bueno Regular Insuficiente Resultado 
evaluar (5) (9) 8) (0) 
¿Cuál fue mi actitud? (Actitudes y valores) 
Entregué mis Entregué mis Entregué mis No entregué 
actividades actividades actividades actividades. 
Puntualidad conforme la conforme después 
fecha y hora ala fecha dela fecha 
programadas programada. programada. 
Entregué Entregué Entregué Entregué mis 
Tipleri, limpios todos limpios la limpios algunos | trabajos sin 
р! mis trabajos. mayoríademis | demistrabajos. | limpieza. 
trabajos. 
Mis trabajos Mis trabajos Mis trabajos Mis trabajos 
presentaron presentaron presentaron по presentaron 
Orden coherencia y coherencia pero | coherencia pero | coherencia пі 
orden. poco orden. no mantenían orden. 
un orden. 
Mantuvebuena | Mantuvebuena | Mantuvebuena | Notuve 
disposición disposición en disposición disposición 
durante la la mayoría de solo en algunas | para realizar las 
Disposición realización de lasactividades actividades actividades. 
lasactividades individuales y individuales y 
individuales y colectivas. colectivas. 
colectivas. 
¿Cómo lo realicé? (Habilidades) 
Identifiqué Identifiqué la Identifiqué No logré 
el método mayoría de los algunos de los identificar 
ificaci adecuado para métodos para métodos para ningün método 
HT = determinar la determinar la determinar la para para 
solución. solución. solución. determinar la 
solución. 
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» е 
Aspecto a Excelente Bueno Regular Insuficiente Resultado 
evaluar (5) (4) (3) (0) 


Resolvílos Resolví la Resolví algunos | Noresolví 
ejercicios mayoría de delosejercicios | losejercicios 
planteados los ejercicios planteados planteados 
Resolución siguiendo planteados siguiendo utilizando 
un proceso siguiendo un proceso un proceso 
adecuado. un proceso adecuado. adecuado. 
adecuado. 
Obtuve el Obtuve el Obtuve el No resolví 
resultado resultado resultado ningún ejercicio. 
Evaluación correcto en correcto en correcto en 
los ejercicios la mayoría de algunos de 
planteados. los ejercicios los ejercicios 
planteados. planteados. 
Comprendí Comprendí Tuve nociones No comprendí 
Concepto de con claridad parcialmente del conceptode | elconcepto de 
función el concepto de el concepto de de función. función. 
función. función. 
Aprendí a Aprendí a Aprendí a No aprendí 
graficar todas graficar la graficar algunas | a graficar las 
шоо las funciones mayoría de delasfunciones | funciones 
propuestas. las funciones propuestas. propuestas. 
propuestas. 
Comprendícon | Comprendí Tuve nociones No comprendí 
Propiedades de | claridad las parcialmente de las las propiedades 
las funciones propiedadesde | las propiedades | propiedadesde | delas funciones. 
las funciones. delasfunciones. | las funciones. 
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Ejercicios Planea 


1. Señala el resultado correcto en los siguientes ejercicios. 


1 3-1- 
ән b) 5 9% dE 
m fti ts 
dí у 5 9 5 d + 
ш. 2.8- 
22 28 9 i DS 
17 3-1- 
а) 38 b) + ok 48 
* @®ч- 
dá b) 4 y 2 ә 2 
Bi 
2 
әз ыш 9 + d+ 


2. Daniela leyó el lunes 34 haras, el martes 24 horas, el miércoles © z de hora, el 
jueves 42 horas y el viernes 3i horas. ¿Cuántas horas leyó Daniela en total? 


1 2 1 2 
a) 14- b) Te €) 155 4) 152 


3. Jorge compró un televisor en 360 dólares. ;A cuántos pesos equivale si el tipo de 
cambio está en 19.80 pesos por dólar? 


a) 7212 b) 7308 c) 7128 d) 7201 
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» EJERCICIOS ME 


- Un pantalón cuesta 328.59 pesos. Si tiene 27% de descuento, ¿cuál es el precio final? 
a) $254.70 b) $238.15 c) $240.70 d) $239.87 


Una embotelladora con tres máquinas envasa determinada cantidad de agua. Si la 
máquina 1 envasa 200 botellas por hora, la máquina 2 envasa 150 botellas en hora 
y media, y la máquina 3 envasa 100 botellas en media hora, ;cuántas botellas de 
agua envasarán entre las tres en 4 horas? 


a) 2000 b) 2500 c) 2200 d) 2300 


. ¿Cuál de las siguientes gráficas corresponde a la función f(x) = x? + 10? 


b) 
== 
аа 


d) 
Dada la función f (x) = 4x? - 3 x + 5, el valor de ау es: 
1 1 
a)2 b) 1 5] > 4) F 


. Un automóvil sigue el trayecto que describe esta ecuación: d=6t?, donde d es 
la distancia recorrida y t es el tiempo que tarda en recorrerla. ;Cüantos metros 
recorre el auto después de 36 segundos? 


а) 671 b) 7710 c) 432 d) 7776 
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НЬ. PLANEA (€ 


9. De las siguientes gráficas, ¿cuál representa la función f(x) = x? + 1? 
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11. Dada la función f(x) = 3x? - 2x + 7, ¿cuál es el resultado de /(1) - f (-1)? 


a) 14 b) 6 9 2 d) 20 


12. El crecimiento en centímetros de una planta de jitomate se muestra en la siguiente 
tabla: 


¿Cuál función representa dicho crecimiento? Donde x es el número de días y f(x) 
es la altura. 


а) f(x)2x43 b) f(x)=2x+2 с) f(x)=3x+1 d) f(x)=4x 


13. ¿Cuál es el volumen de un tinaco con base circular que tiene una altura de 4 
metros y un diámetro de 24 metros? 


a) 18255 т? b) 1890.5 т? ©) 1811.3 т? d) 1809.5 m? 


14. Las ganancias obtenidas por una papelería se muestran en la tabla: 


Lunes artes Miércoles Jueves Viernes 


$26 $56 $86 $116 


Considerando gue el comportamiento de ventas se conservó durante la sema- 
na, zde cuánto fue la ganancia obtenida el viernes? 


a) $136 b) $146 c) $156 d) $126 


15. Fernando realiza un experimento, deja caer una moneda para saber la relación 
entre los metros que cae y el tiempo que tarda en llegar al suelo. Los datos obte- 
nidos se observan en la tabla: 


Tiempo (£) (s 1 2 3 


Distancia (d) (m 5 20 45 


iCuáles la regla de correspondencia entre la distancia (d) y el tiempo (t)? 


a) 5? b) 5 с) 1519 4) 2530 


» EJERCICIOS ME 
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16. Evalúa la función f(x) = 4x? - 3x - 5 en f(-2)-f (3). 


a) -9 b) 59 99 4) -5 

17. Evalúa la función f(x) =4x?-3x +5 en = +/@). 
22 13 18 34 
a) = b) T c) та" 4) ғ 


18. Verónica compró 5 pantalones y 3 blusas por 280 pesos. Еп el mismo lugar, Grisel- 
da compró 3 pantalones y 4 blusas por 230 pesos. ¿Cuánto cuesta un pantalón? 


a) 390.9 b) 2818 с) 3725 d) 2923 


19. La edad de Mariana es la mitad de la edad de Alan. Si ambas edades suman 45 
años, ¿cuál expresión matemática permitiría obtener la edad de ambos? 


a) x+2x=45 b) x4xt-45 ©) х+-рх=45 d) 2х+2х=45 


20. El automóvil de Daniel consume 11 litros de gasolina en 122 kilómetros. Si en el 
tanque hay 4 litros, ;cuántos kilómetros puede recorrer su automóvil? 


a) 4042 b) 31.51 c) 36.0 d) 44.36 


21. Un camión cargado con 1.2 toneladas de jitomate descargará 45 kilogramos en un 
mercado y lo demás lo descargará en una bodega. ¿Cuántos kilogramos de jitoma- 
te descargará al llegar a la bodega? 


a) 1200 b) 300 c) 1080 d) 1002 
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2. 


Juan Carlos salió a pasear en su automóvil, durante el paseo tuvo que frenar de 
golpe y esquivar un perro que pasó corriendo. Nervioso, Juan Carlos decidió re- 
gresar a casa por el trayecto más corto. 

El gráfico siguiente es un registro simplificado de la velocidad del automóvil 
durante el paseo de Juan Carlos: 


Paseo en automóvil 


Velocidad 36 
(km/h) 


Hora 


a) ¿Cuál fue la velocidad máxima del automóvil durante el paseo? 


b) ¿Qué hora era cuando Juan Carlos frenó de golpe para evitar atropellar al perro? 


€) Segünelgráfico, ;qué ocurrió con el automóvil de Juan Carlos durante el trayecto? 


María quiere visitar a sus familiares en Estados Unidos durante tres meses, por 

lo que necesita cambiar pesos por dólares. 

a) María preguntó en el banco y le informaron que el tipo de cambio entre pesos 
y dólares es de 19 pesos mexicanos por cada dólar estadounidense. María 
cambió 3 000 dólares estadounidenses. ;Cuántos pesos tuvo que pagar Ma- 
ría por los dólares? 


177 


Ы ЖЕ PISA «€ 


b) Al volver a México, tres meses después, a María le quedaban 900 dólares. 
Los cambió a moneda nacional y le entregaron 16 515 pesos. ;A cuánto esta- 


ba cotizado el dólar en ese momento? 


с) iFavoreció a María el tipo de cambio a su regreso a México? ¿Por qué? 


3. Edson (de Río de Janeiro, Brasil) y Pedro (de Guadalajara, México) se comunican 
a menudo utilizando el chat de internet. Ambos tienen que conectarse a la red 


simultáneamente para poder chatear. 


Para encontrar una hora apropiada para conversar, Edson buscó información 


del horario mundial y halló lo siguiente: 


Guadalaja: 


Río de Janeiro 


a) Cuando son las 7:00 de la tarde en México, ;qué hora es en Río de Janeiro? 


b) Edson y Pedro no pueden chatear entre las 7:00 de la mañana y las 2:30 de la 
tarde de sus respectivas horas locales porque tienen que ir al colegio. Tam- 
poco pueden desde las 11:00 de la noche hasta las 7:00 de la mariana de sus 
respectivas horas locales porque estarán durmiendo. ;A qué horas podrían 
chatear Pedro y Edson? Escribe las respectivas horas locales en la tabla. 


Río de Janeirc 


4. Enun salón de clases se midió la estatura de los alumnos, encontrando que en 
el grupo B hay 15 mujeres que tienen una estatura media de 160 centímetros. 


1. Explica cómo se calcula la estatura media. 
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II. Tacha la opción correcta para cada una de las siguientes afirmaciones: 


Afirmación Verdadera Falsa 


Si una de las chicas de la clase mide 162 
centímetros, tiene gue haber una chica de 128 
centímetros de estatura. 


La estatura de la mayoría de las chicas es de 160. 
centímetros. 


Si se ordenan las chicas de la más baja a la más 
alta, la estatura de la que ocupa la posición cen- 
tral tiene que ser igual a 160 centímetros. 


La mitad de las chicas de la clase deben medir 
menos de 160 centímetros, y la otra mitad 160 
centímetros. 


ІШ. Se encontró un error en la estatura de una estudiante, medía 145 centíme- 
tros, no 175 centímetros. ;Cuál es la estatura media correcta de las chicas de 
la clase? Subraya la respuesta. 


a) 156cm b) 157cm c) 158cm d) 159cm 
La empresa Electronic fabrica memorias USB y memorias flash, las cuales pasan 
por un control de calidad con la finalidad de que las memorias defectuosas se 


envíen a mantenimiento. Cada día se fabrican 3 000 memorias USB y 5000 memo- 
rias flash, de las cuales 2% y 6% respectivamente son memorias defectuosas. 


a) ¿Cuántas memorias pasan el control de calidad? 


b) Alelegir una memoria al azar, ;qué probabilidad hay de que funcione correc- 
tamente? 


. Enun salón de 50 por 20 metros se acomodaron la mayor cantidad de sillas posi- 

bles para que el público que asista a la conferencia “Los costos del combustible" 

se acomode en sillas que miden 0.50 por 0.70 metros. 

1. Si cada silla requiere un metro cuadrado para su acomodo, ¿cuántas sillas se 
pueden colocar? 


a) 100 b) 1000 c) 650 d) 1500 


II. Sia lo largo del salón se dejan cuatro espacios de .50 metros como pasillos, 
icuántas sillas se pueden acomodar? 


a) 80 b) 800 c) 900 d) 960 


» EJERCICIOS E _ 
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7. Con la finalidad de demostrar la eficiencia de un automóvil nuevo, los fabrican- 
tes miden el tipo de respuesta de cuatro coches de distintas marcas, que consis- 
te en probar el tiempo en que el automóvil alcanza los 100 kilómetros por hora 
partiendo del reposo total. El automóvil más rápido es aquel cuyo tiempo de 
respuesta es menor. 


Магса Tiempo de respuesta en segundos 


A 10 
B 5 

© 8 
D 12 


а) Elautomóvil más veloz es , y el más lento es 
b) En una carrera en un circuito con varias curvas, ;importa más la pericia del 
conductor o la respuesta del vehículo? Argumenta tu respuesta. 


8. Al finalizar los exámenes, los alumnos de Matemáticas e Inglés comparan sus 
calificaciones revisando los kárdex. 
Algunos alumnos de la Prepa 10 obtuvieron las calificaciones que se mues- 
tran en la tabla: 


Alumno Matemáticas Inglés 
Lizbeth 50 90 
Lourdes 70 95 
Rafael 80 100 
Ricardo 85 70 
Francisco 95 80 
Vanessa 100 85 
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a) ¿Quién tiene el mejor promedio? 


b) ¿Quién obtuvo el peor promedio? 


€) ¿El promedio de alguno de los alumnos iguala el promedio general? Argu- 
menta tu respuesta. 


9. Enun vehículo con motor de combustión interna el rendimiento se mide por los 
kilómetros que puede recorrer con un litro de combustible. 
En la tabla se puede observar el gasto de gasolina que tiene un vehículo se- 
gün los kilómetros que ha recorrido. 


a) Cuando el vehículo recorra 100 kilómetros, ;cuántos litros de gasolina habrá 
consumido? 


b) Sila gasolina al día de hoy cuesta 16.35 pesos, ;cuánto se habrá gastado al 
recorrer 62 kilómetros? Justifica tu respuesta. 
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10. En un triángulo rectángulo se establecen premisas matemáticas, algunas se pre- 
sentan en la siguiente tabla. Encierra en una circunferencia la letra f o la v segün 
corresponda si la condición es verdadera (V) o falsa (f). 


Hipotenusa 
Cateto 


opuesto 


Cateto 
adyacente 


misa matem: a 
El cuadrado que se forma en la hipotenusa es el ғ ў 
doble de uno de los catetos. 
АВ=С ғ v 
El ángulo recto del triángulo se calcula con la f " 
fórmula cateto adyacente entre hipotenusa. 
La hipotenusa es mayor que cualquier cateto. f у 
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